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.4 U|WA8Wï :Èñ«u!f

.5ñ«œWKÄ Ufi:|ñ U|WA8Wï

Æ√ s:O|UÙW! ôWî:uëxs:O|UÙW! UM"ñUî˛WÙ :u! Ê…œb:|ñ s:|ËWz

 Æ

Æ»˜ËËœ ‰ ÊdJïUAOM¶<…œ WM:OÙœ ÈË s:O|UÙW! Wë…Ë«;ñ:uÖ
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ÆÃs:O|…u:OÅ » ÊdëW<UM:OÄ W¶:OÙœ :ÈË U|Ufi:|ñ WëW|WA8Wï

  Æ«œ:u3 s:O|…ËUî ñW< ‰ «œ:u3
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ÆÁ Æ«bïUOÅœ s:|ËWz          s:O|UÙW! ôWîuë
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:vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë Uïbï«u8

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰8 ¨9 ÆWfiOçM! :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë :u! ñ«œWKÄ Ufi:|ñ UëW|WA8Wï ¨

89

ÈWA8Wï :Èñ«u!

 UïUM:OÙ«;ñ ˛2 U"WÙ7 ÆWJ!ñU|œ ÈWA8Wï :Èñ«u! ¨

23f x x( ) = − + −2 1 f x x( ) = − +1 2

5

6f x( ) tan= x( )

f x x( ) = −23

  ˜«ñ«“

 øv|…œUîUz :v| :u" :ÈñWz øv|…œUîUz :v| :u" :ÈñWz

f x( )

 v

f x( )

4f x x( ) = −16 2

7f x x( ) /= 2 5

3 øv|…œUîUz :v| u" :ÈñWz

v



WïËuLï Ë ©…ËUîWÇ® :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë 1-1
Graphs

 ZïUîñUz

•:u! :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë

˜ËËœ ‰ :vëWO|bï…u|WÄ

 ÆsA:Oëœ :ÈË UA:OëËUÙ

•s:OM|d!ËËœuJ:Oz UïdëñU|œ

vëWA8Wï UïdJïËËñ ÈWM:|Ë

ÆÊU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ

•UïËu§:O3ËUÙ UïdJOèU"

ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" ñËœ ‰yôU8 ÊU|

vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ œ †…ñWM!

  Æ«œ

•UM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 UïdëñU|œ

 ÆÊU|WA8Wï ËËœ :v|…ËUîWÇ

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 :ÈñUJOÅ ôU8

Solution point

ÊU|UÙW! :v|WA8

Table of values

v|:u<Uz Uï;d!ËËœuJ:Oz

x-Intercept

vïËu¶< UM|;d!ËËœuJ:Oz

y-Intercept

 ÈñôSlope

 ÊËu§:O3ËUÙSymmetry

:vM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8

intersectionofPoint

 :v|ñUëdO! ©WïËuLï® vëWKáîU<

Linear Models

    ¨          ¨          ¨           uë Èó:O! v:OÅœ u" ÈW¶A8 :vÄ

 Æ                 vë…ñW< UA:OëËUÙ :u! ÊñUJOÅ

¨W|WÙ Ê«ñUJOÅ U| ñËuMfi:O! Uë…ñUî˛ ¨ÊU|WA:OëËUÙ „WìWÖ „…Ë :̈v|WA:OëËUÙ :vÑ :vìW!

:ÈñUJOÅ s:OìU8 ÊUÑ ôWîuë Æ†WëœñU|œ «œ ÊU":uÄ :v¶8W"ËËñœ :vëWìU8 „…ñUJOÅ ñWÙ

 :v|WM:|Ë:v|WA:OëËUÙ :u! :vïdJïËËñ ÆsMOzbJ:OÄ

UïËu§J|e:OMJ:Oì

 v|…ñUî˛

 s|WJA|ULï :Èœ :v|ñUëdO! :vIì vÑ s:OJîWÇ Ë :̈v|ñUJîUîW" Ë ÈñUë«œu3 Uïbï«u8 ‰ s|Wë :ÈË

 Ævï«e! †…ñWM! s:O| ÈË s:OJîWÇ «œ ¨È…ñUî˛ » Ë :Èd!W3 » Ë :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë »

 W¶O!œ         ôU8 ∫WMO!ñUJ!                 :vA:OëËUÙ :vÑ:ÈñUJOÅ ôU8» vJïuÇ :̈vA:OëËUÙ :vÑ :u!

® UïUï«bNºì2 :vN3 ‰ ©x® Ë1 :vN3 ‰ ©y:v|WA:OëËUÙ :vÑ ¨X<Ëñœ UëW|W¶<ñ W¶O! WA:OëËUÙ :Èœ

 Æ           ¨          „…Ë WïWÙ Èœ s:|ñUJOÅ „WìWÖ

 :vÄ :vA:OëËUÙ :ÈË ÈWJ!ñUî˛WÙ vA:OëËUÙ s:|ñUJOÅ ËuîWÙ «œy ÆWJ!ñUJOÅ

Èd!W3 UïËu§J|e:OMJ:Oì

 vÅUÄÊU|UÙW! :v|W¶A8 :u! ÊUÙW! „…bMÙ ¨WJ§¶<Ëñœx ÆWï«œ

( ,� )2 1 ( ,� )1 4 ( ,� )0 7

©…ËUîWÇ® ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

©†ñUJ|œ WOM|ñ® vfiï…ñWã :v| :v|ñUëdO! :v|Uï«“

 ôU< ‰ :v|ñUëd! Uïbï«u8 ‰ „WÅñuÅ1637“

:v|ñUëdO! s:O| vë…ñW< s:OIì ËËœñWÙ :vî…œ ¨«bìWÙ

uë dë U<…Ë vÑWz Æ…“«bïWz Ë d!W3 ∫Ê«b:|dÖ WçJ:OÄ

s:OA! vïU":uÄ :v| v"ñUJ|œ :v¶8W"ËËñ UïUMOzñUJ!

Ë ¨ÊWJ! :È“«bïWz s:OJîWÇ ˛ :vM|;d!ñ…œ :Èd!W3 »

:vÑ «e:OÙ ÆsM:|uM! :È“«bïWz » :Èd!W3 s:OJîW3

s:O"W!U! „WìWÖ Uï;d!WçA:OÄ :u! «œ :Èñ :vïdJJ|e:OMJ:Oì

œW< :vî…œ ‰ :v|ñUëUîW" Ë ÈñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ

„…Ë UëWï:uÇ ˜ËËœ ‰ :Èœ :vëËu"ñWÄ :vÑ ‰ ÆÊôU<

( ,� )1 4( ,� )0 7

( ,� )2 1 3 7x y+ =

y x= −7 3

x

y

0 1 2 3 4

7 4 1 −2 −5

( ,� )3 2−

( ,� )4 5−3 7x y+ =

ÆÊU|WA:OëËUÙ Ë WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë UïdëWM:|Ë :u! v! ÊUO|;ñ „WìWÖ Èd:Oã :Èœ «œ :vëËu"ñWÄ :vÑœ

:v|…u:OÅ UïdëñU|œ :u! s! ”W! ËWz uë :ÈñUJOÅ s:OìU8 Uë…ñUî˛ Uïbï«uï ¨d¶OÙUïU< U| ÊUO:|ñ ÊUÑ ˛

 ÆWMOÙW~§J:OÄ ÈUºïuÖ UëWK:OÙ » ÊôU8 Ê«Ë vÅUÄ :̈v|WM:|Ë

†ñUJ|œ WOM|ñ

s¶fi‹£A:OÄ :u! ˛ ÊdJA:OJA:OÄ Èñ«bJAÄ „WìWÖ v"ñUJ|œ

Uïbï«uï :vJîWÇ Æ:v|ñUëdO! Ë v¶fiï«“ Ë WãWfiìWã

«ñUî˛ ËËœ ˛ v¶fi‹J:|ñ vëW"Ëu3 „…Ë :vëWìU8

» ÊU|…ËUîWÇ Uïbï«uï :vJîWÇ Ë ¨«œ v¶8W"ËËñœ

¨X|;ñWÖœWÑ :ÈË :u! È˛UÑ:ËñW! Ë Èd!W3 s:O|WA:OëËUÙ

Uëu"ñWÄœ u8 s:OëËdO! ˜Wz

 ôU< ‰ «ËWz ÊdJfi4W!1637 ÆÊdJÑôW! WO"UÙ

( )1650 1596−
René Descartes

La Géométrie

4 :vÅW!1vK:OÙ s:O|WïËuLï Ë :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë

0

 X:O! W"«dO! ‰

UïUA:OëWM:|Ë :u!

ËËœ X:OÑœ vëWK:OÙW¶<«ñ

«d:O" ËWz uë vï«e! ôU8

   ÆX|ñu§!



v<UL:Oë „…bMÙ :vìW! ¨v¶|œ W" vë…Ë ñWÙ WOÙWïU< » :vë…ñUë ÊôU8 » ÊUïdJïËËñ UïUA:Oë WM:|Ë

:v|…u:OÅ ñW< ‰ XO! «b|WÄ ‘U! Uë…ñeÙ «œ WïôU8 „WìWÖ vÑb:OÄ ÊdJïËËñ Ê«ñU3 „…bMÙ ÆWïWÙ «b:O"

U| r:Oë Uë…ñUî˛ Uïbï«uï ¨                                             U|WA8Wï U|WïËuLï ‰ ¨vMO! :Èœ Æ:vïdJïËËñ

¨               ¨               WïôU8 ˜Wz W" WëWÙ Æs!œ ñU|œ v|WM:|Ë :u! X<ËñœWï s:OîUºïWzñ…œ ÊôU8

vë…ËñWÙ „WK:OÙW¶<«ñ W¶O!œ :v|WA8Wï :vÑ :v|WM:|Ë vMO! :Èœ ¨ÊdëWï :ÈË           ¨            ¨

U<…Ë :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë :Èœ ñU!ñW< s:OìU8 Uïbï«uï :vìW! ÆX:O! :ÈñWÄñW! ‰ :v¶<«ñ :v|ô ‰ ñU|œ

‰ :vÄWÇ :v8…ñ :v|WM:|Ë ‰ XO!œñU|œ „…Ë ñWÙ XO!œñU|œ :ÈËWz ˛ …d"“uìUz v¶<«ñ » ËWz :uë †WëñU|œ

 Æ«œ X:O! :ÈñWÄñW!

WMOÙW~! ÊôU8 Ê«Ë v|…ËUîWÇ UëWK:OÙ » vÅUÄ WM:|uM! ÊU":uÄ :v¶8W"ËËñ ñW< ‰ ÊôU8 ÊUÑ

 W¶O!œ WM:|Ë ˜Wz Æ«œñW§î«ñW! :v|WM:|Ë œ ñU|œ vë…ËñWÙ ¨ËËœuJ:OzÆU"ËUÙ :v|WÖd!˛ WJ:Oz :uë

 ôuáì s:|ËWz „WÇËuè s:O|WÖ;d!12 ÆvM|u8 :Èœ :È

f x x x x( ) ( )= − +1
30

39 10 2 4

x

y

−2 −1 0 1 2 3

2 −1 −2 −1 2 7

 ÆÊU|UÙW! :v|W¶A8 UïdJ:OÇ » WJ§:Oá¶<…œ

 ÆWA:OJ!                  :v|WA8Wï :vÑ UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

 ≠∫ñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ÊôU8 » :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë UïUA:Oë 1
f x x( )= 2 −− 22

 ÆWA:OJ!                 U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ëf x x( )=1 2−− ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1

( ,� )− −1 1

( ,� )1 1( ,� )3 3 ( ,� )0 0

( ,� )− −3 3

5 1-1:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë



 s:O|:uÄx :v|…ËUîWÇ :u! v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz ‰fXO!b:OÇ Æ              UA:OëËUÙ s:OÖ…ñ WM!œ

 s:O|:uÄ Æd¶Ä ÊU| ¨XO!WÙ p:Oz :vM¶! ÊU| ¨s!Wï v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz :v|WA8WïxËËœuJ:Oz s:OìU8 :u!

® WëWÙ ¨         WM!œ vïËu¶< s:OM|;d!0:ÈËWz ¨ÈWA8Wï s:O"WH< ˛ p:Oz Ë ÆXO!«œ :vA8Wï :Èñ«u! ˜Uïœ ©

 ÆW|WÙ vïËu¶< UM|;d!ËËœuJ:Oz p:Oz :vÙ«b:|“ »

 ÆWJ!ñUî˛WÙ                  U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë :u! vïËu¶< Ë v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

 W‡‡‡‡‡ïËu/vïËu¶< Ë v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz UïdëñUî˛WÙ 2

U|WA8Wï UïdJïËËñ s:OM|;d!ËËœuJ:Oz UïdëñUî˛WÙ :u!

WJ!ñUJOÅ :vA:OëËUÙ

 WM!œ :vA:OëËUÙ s:OÖ…ñ−2 ¨0 ¨2¨             WïWÙ v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz :v< «ËWì ¨

 vJïuÇ Æ           ¨0p:Oz :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ «ËWì Æ«b|WA8Wï :Èñ«u! ˜Uïœ W|Wï«œ

 Æ           ÊU|                W|WÙ vïËu¶< UM|;d!ËËœuJ:Oz

 ∫ñUJOÅ

Ê«ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ s|;d!ËœuJ:Oz

W¶O§! Ê«Ë vëWïU":uÄ s:OìU8 ËWz :̈ÈñUJOÅ s:OìU8 ˜Uï ˛ ÊWJ!ñU|œ vÙUïU< » ÊôU8 „…bMÙ s:OÅœ

 ÊôU8 ÊUÑ Wïó:O!œ ¨dH<:vM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 :ÈË :v|:uÄ ôU8 ÆÊUïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœxW¶O§!

 Èñ…ËW" ‰WÖœ v|ËUîWÇ UM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8 :vïó:O!œ           uJïUz ¨dH<y uJïUz ¨UM|;d!ËËœuJ:Oz

¨vïËu¶<:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 WM!œ           uJïUz ¨dH< W¶O§! Ê«Ë :vïU" s:OìU8 Ë

 :Èñ…ËW" ‰WÖœx :vïó:O!œ Ë ¨  Æv|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

( ,� )0 b

( ,� )a 0

f x( )= 0

f ( )0

f x x x( )= 43 −−

f x x x( )= −3 4

f x

x x

( )=

− =

0

4 03

( ,� )2 0 ( ,� )0 0

( ,� )−2 0

0 0, ( )f( )( ,� )0 0

 U|WA8Wï UïdJïËËñ :u! vïËu¶< Ë v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

 ÆWJ!ñUî˛WÙ f x x( )= 14 −−

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.2

x x x( )( )− + =2 2 0

ÊôU8 U| r:Oë Uë…ñUî˛ UïdëWM:|Ë

:u! XO! ”W! Wï XO!b:OÇ

:v|WM:|Ë :v|…u:OÅ UïdëñU|œ

 :vïdJïËËñ

6 :vÅW!1vKOÙ sO|WïËuLï Ë :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë

x



 ∫U| :̨uì:uMëW" U|WïËuLï œ2ËWz WëWÙ Ë ÊUMOzñUJ! W"UÙ ÊUM|d!ËËœuJ:Oz UïUMOzñ…œ :u! :Èd!W3 UJ:|ñ «œ

UM|d!ËœuJ:Oz s:OìU8 UïdëñU|œ » ¨WMO!ñUJ! :vïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë UJ:|ñ ¨Èd!W3 UJ:|ñ » XO! «bïUOÅœ U|Wï

 ÆÊ«ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ :vA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë

‰WÖœ WO:O3ËUÙ v| :vA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë uë vï«e! WëWÙ

:v|WM:|Ë UïUA:OëWM:|Ë WÑWz :̈vëWìU8 ÊU| vëWK:OÙW¶<«ñ

vÅUÄ ¨WA:OJ! v|WM:|Ë UçOï ¨†Wëœ vÙUïUfi! :vïdJïËËñ

s:|ñ:u3 ËËœ v:OÅœ Ë  ÆWJ! ÂUîW" :vïËu§O3ËUÙ UïUMOzñUJ!

 ∫vMO!ñUJ! :Èñ«u8 ‰ s:|ËWz :vïËu§:O3ËUÙ

X! :v3ËUÙ v| :Èœ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" ‰WÖœy:vA:OëËUÙ s:O|…œ«ñ ËuîWÙ s:O|WKÄ WëWÙ ¨

U|WA8Wï U|WïdJïËñ :v|WM:|Ë Æs! †Ëu3 ñuÖWï :v|…œ«ñ vK!˛

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ WO:O3ËUÙ W!yÆ

v| :Èœ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë U<…ËñWÙ

œ ñuÖWï :v|…œ«ñ WëWÙ †…ñWM! ôU8 ‰WÖœ XO! :v3ËUÙ

 «b:O|WA:OëËUÙ0:vÑ s:O|…œ«ñ ËuîWÙ s:O|WKÄ Ë XO!

:vÑ UïdJïËñ :v|WM:|Ë WïËuLï :u! Æs! Xë :v|WA:OëËUÙ

 Æ†…;ñWM! ôU8 ‰WÖœ WOO3ËUÙ v|                         :v|WA8Wï

ÆÊU|WA8Wï UïdJï:Ëñ s:O|WM:|Ë UïËu§:O3ËUÙ

.1 :Èñ…ËW" ‰WÖœ ÊËu§:O3ËUÙy ∫ U|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ëf

 Èñ…ËW" ‰WÖœ XO! :v3ËUÙ v| :Èœy WëWÙ ¨f v3ñWî :vÑWz

 s:O|UN! ËuîWÙ :u! ¨†WJ§8U<x:Èñ«u!œ

 ÆXO! †Ëu3 UëW|WA8Wï WëWÙ uJïUz ¨«b:O|WA8Wï

.2 ∫†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ ÊËu§:O3ËUÙU|WA8Wï UïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë

f WëWÙ ¨†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ XO! :v3ËUÙ v| :ÈœfvÑWz

 s:O|UN! ËuîWÙ :u! ¨†WJ§8U<                         v3ñWîx

 ÆXO! Xë UëW|WA8Wï uJïUz ¨«b:O|WA8Wï Èñ«u!œ

f x f x( ) ( )− =

f x f x( ) ( )− = −

:vïËu§:O3ËUÙ UïdJOèU"

.1Êu§:O3ËUÙ v| :Èœ :v|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ XO!y ÆXO! †Ëu3 U|WA8Wï WëWÙ

.2XO! Êu§:O3ËUÙ v| :Èœ :v|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë

 ÆXO! Xë U|WA8Wï WëWÙ †…;ñWM! üU8 ‰WÖœ

f x x x( )= − +1
2

4 2 2

f x x x( )= −1
2

3

‰WÖœ Êu§:O3ËUÙ

 :Èñ…ËW"y

ôU8 ‰WÖœ Êu§:O3ËUÙ

†…ñWM!

7 1-1vK:OÙ s:O|WïuLLï Ë vïdJïËñ s:O|WM:|Ë

 XO! W" «dO! ‰

U|WA:OëËUÙ Wì ;ñ:uÖWï È…œ«;ñ

W¶O!œ ¨ñ«œ…œ«;ñ U|WA8Wï

:vì Uï«bJ:Oì :vîUºïWz

® ‰ „W|…ñUî˛1 Ω0x ¨©0

 ÆW"Ëu3 vëW|…ñUî˛

X:O!W" «dO! ‰

Wì ;ñ:uÖWï È…œ«;ñ

U|WA8Wï U|WA:OëËUÙ

vîUºïWz W¶O!œ ¨ñ«œ…œ«;ñ

‰ :vëW|…ñUî˛ Uï«bJ:Oì

®1 Ω0x Ë ¨©0UëW|…ñUî˛

 ÆW"Ëu3



 :v|WA8Wï :vÑ UïdJïËñ :v|WM:|Ë :uë WJ!ñU|œ

 Æ†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ WOO3ËUÙ v|

  W‡‡‡‡‡ïËu/†…;ñWM! ôU8 ‰WÖœ :vïËu§:O3ËUÙ UïdJOèU" 3

 ÆW<W! :ÈWA8Wï :vÑ UïËu§ëU" UïdëñU|œ :vM¶Ä

 s:O|UN! ËuîWÙ :u! È˛ ËWzx Æ

 ñUJOÅ

f x x x( )= 2 3 −−

f x x x x x

x x f x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− = − − − = − +

= − − = −

2 2

2

3 3

3

WO:O3ËUÙ v|                         v:OA8Wï :vÑ UïdJïËñ :v|WM:|Ë :uë WJ!ñU|œ

 :Èñ…ËW" ‰WÖœy  Æ

f x x x( )= 2 4 2−− ++ 22 ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.3

 ÆWA:OJ!                     :v|WA8Wï :vÑ UïdJïËñ :v|WM:|Ë

  W‡‡‡‡‡ïËu/ ÆÊU|WA8Wï UïdJïËËñ s:O|WM:|Ë UïUA:Oë :u! :vïËu§:O3ËUÙ Ë ÊUM|;d!ËËœuJ:Oz UïUMOzñUJ! 4

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ WOO3ËUÙ v| :vïdJïËñ :v|WM:|Ëy ÆW"Ëu3 U|WA8Wï vJïuÇ

 s:O|UN! :u! :v|WA8Wï :vÑ UïdJïËñ :v|WM:|Ë UçOï :uë ¨W<W! vM¶ÄxUçOï vÅUÄ ¨sOA:OJ! »W3uî s:O|

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ ÈËWï«œWM:|Ë » Èœy ÆsOA:OJ!

 ÆWJ!ñU|œ :vA8Wï :v|…ËUîWÇ s:OM|d!ËËœuJ:Oz

Æ             ÊU|                  ôU8 W¶O!œ ∫vïu¶< UM|d!ËËœuJ:Oz

v|WA:OëËUÙ :vÑ X:OÑœ ∫v|:u<Uz UM|d!ËËœuJ:Ozf(0)=0 Æs|WJ!ñUJOÅ                    ÊU|  :

 Æ                W¶O!œ                   U|WA:OëËUÙ Uïdë…œU< v¶AÄ

¨         Ë           WïWÙ ¯…ñ ËËœ :v|WA:OëËUÙ :vÑ «ËWì

 Æ          Ë             WïWÙ v|u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz ËËœ Uº:OÑ

¨           ÊU|                  ∫WJ!ñU|œ ÈWM:|Ë :v| :v¶<«ñ :v8…ñ :vÅW! ñW< ‰ :Èœ s:OìU8 bïWÇ

 Æ              ÊU|                  ¨              ÊU|

WA:OJ! :v¶<«ñ :v8…ñ UçOï

…ËWï«œWM:|Ë UïUMOzñUJ! WJ§îUîW" :vïdJïËñ :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰x Æ

 ñUJOÅ

f x x

x
( )= 2

+1

2

2
−−11

f x f xx

x

x

x
( ) ( )( )

( )
− = − = − =−

− + +

2

1

2

1

2

2

2

2
1 1

( ,� )0 1− 0 0,� ( )f( )
2

1

2

2
1 0x

x +
− =

2

1

2

2
1 0x

x +
− =

x = −1

x2 1 0− =

x =1

( ,� )−1 0( ,� )1 0

2 2,� ( )f( )2 3
5

,�( )4 4,� ( )f( )
4 15

17
,�( )6 35

37
,�( ) 6 6,� ( )f( )

8 :vÅW!1vK:OÙ s:O|WïËuLï Ë :vïdJïËñ s:O|WM:|Ë



 Æ                       W¶O!œ :uë                      ÊU|                    U|WA:OëËUÙ UïdëñUJOÅ » WJ§:Oá¶<…œ

ËËœñWÙ UïdJïËñ s:O|WM:|Ë Æ          Ë            È˛ ËWz WïWÙ ¯…ñ ËËœ v|U3ËËœ U|WA:OëËUÙ :vÑ

∫ÊôU8 ËËœñWÙ ÊUÑ ‰ Ê;d!œ ËËœ uJ:Oz ÊU|WA8Wï

 Ë

WM:|Ë UJ:|ñ » v¶ãWë W" X<…b! «ËWz

ËËœñWÙ UïdJïËñ UïUA:Oë

s:OìU8 UïdëñU|œ Ë ÊU|WA8Wï

 ÆWJ§8U< :vM|;d!ËËœuJ:Oz

 ÆWA:OJ!                 U|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ëf x x

x
( )= 2

+1
2

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.4

 Ë                  ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ s:O|…ËUîW3 s:OM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8

 Æñ…œWMO!

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.5

   W‡‡‡‡‡ïËu/ ÆÊU|WA8Wï ËËœ ©:v|…ËUîWÇ® UïdJïËËñ s:O|WM:|Ë :u! :vM|d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 UïUMOzñ…œ

ÆWJ!ñUî˛WÙ               Ë                 ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ :v|…ËUîWÇ :u! :vM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8

  ñUJOÅ

5

«œ ÊU|WA8Wï ËËœ UïdJïËñ s:O|WM:|Ë «ñW§ÑUïœ XO! ‘W!ËUÙ U| «bïU"uÄ :v¶8W"ËËñ œ „WìU8 ñWÙ

 W¶O!œUïdJï:Ëñ s:O|WM:|Ë :u! :vM|;d!ËËœuJOz ôU8s:OìU8 UïUMOzñ…œ :u! ÆÊU|WA8Wï ËËœñWÙ

 ÊU|WA8Wï ËËœ UïdJïËËñ :v|WM:|Ë s:OM|d!ËËœuJ:Ozf ËgÆWJ!ñUJOÅ                     U|WA:OëËUÙ ¨

 s:O|:uÄ WM!œ :v|WA:OëËUÙ :vÑ s:OÖ…ñx Æ:vM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 :u!

:vM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8

f x g x( ) ( )=

f x x( )= 2 −−33  g x x( )= −−11  

f x g x( ) ( )=x x− = −2 3 1x x2 2 0− − =

x = −1x = 2

− −( )= − −( )= − −1 1 1 1 1 2,� ( ) ,� ( ) ( ,� )f g

2 2 2 2 2 1,� ( ) ,� ( ) ( ,� )f g( )= ( )=

g x x(( )= 11
4

2 −− ))

f x x x( )= 3 −−

UïUMOzñUJ! WJ§îUL" :vïdJïËñ :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ …ËWï«œWM:|Ëy Æ

9 1-1vK:OÙ s:O|WïËuLï Ë :vïdJïËñ s:O|WM:|Ë



1-1
 UïUM:OÙ«ñ ˛1 U"WÙ4 ÆWJ!ñU|œ :v|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë ¨

 UïUM:OÙ«ñ ˛5 U"WÙ10 ÆWA:OJ! ÊôU8 » v|WA8Wï UïdJïËñ :v|WM:|Ë ¨

 UïUM:OÙ«ñ ˛11 U"WÙ14 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÊU"uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ :ÈWA8Wï UïdJïËñ s:O|WM:|Ë s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

1f x x( )= − +1
2 22f x x( )= −9 2

3f x x( )= −4 2

5f x x( )= −6 2

4f x x x( )= −3

11f x x x( )= + −2 2

13f x x x( ) ( )= − +1 12

12f x x x( )= −2 225

 UïUM:OÙ«ñ ˛21 U"WÙ24 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÊU|WA8Wï ËËœñWÙUïdJïËËñ s:O|WM:|Ë s:OM|;d!ËËœuJ:Oz s:OìU8 ¨

21f x x( )= −2g x x( )= −2 1

14f x x x
x

( )= +
+( )

2

2
3

3 1

 UïUM:OÙ«ñ ˛15 U"WÙ20 :Èñ…ËW" ‰WÖœ WO:O3ËUÙ v| :ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë :ÈñWz ¨WJ!ñU|œy

 Æ†…;ñWM! ôU8 ‰WÖœ ÊU|

6f x x( ) ( )= − 3 27f x x( )= + 2

8f x x( )= + 29f x x( )= 210f x x( )= −
1

1

15f x x( )= −2 216f x x x( )= −217f x x( )= 4

18f x x
x( )= −4 2

19f x x x( )= +320f x x( )= − +1 3

h

h

h

22f x x( )= −6 2g x x( )= −4 h

23f x x x x( )= − + −3 22 1g x x x( )= − + −2 3 1

24f x x( )= − − +2 3 6g x x( )= −6

CGÜ

êO

 ÊUM:OÙ«;ñ ÊUM:OÙ«;ñ
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25∫v|UHî ôU8 W¶ÙWÖ :Èœ vëWÙW~¶<…œ :vºï«“Uè ¨Êó:O!œ ”UïñËu!Uz¨v|UHî ôU8U|Ëuâ:Oì WëWÙ

WëWÙ WJ!ñUî˛WÙ vëWÙW~¶<…œ :u! v|UHî ôU8 ÆÊËu! ÊUfiëW| :vM":Ëdã :v"UÙ«œ Ë :vïUMO£îWÙñW!

 ÆXO!                  :ÈË UM":Ëdã U|WA8Wï Ë                                 :ÈË U|Ëuâ:Oì UA8Wï

28ôU8 :Èœ ¨†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ :v3ËUÙ vëW|…ËUîW3ñW< W¶ÑWJ!             ôU8 WëWÙ

 Æv|…ËUîWÇ ÈË ñW< W¶ÑWë

C x= +5 5 10000.R x= 3 29.

26 ÆXO!         ¨         ¨            v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz WëWÙ WfiOçM! ÈWA8Wï U|WA:OëËUÙ

27 ∫†WëœñU|œ ÊU|WA:OëËUÙ ñ«uÇ ñWÙ ÊUÑ ˛ :vëWA:OëËUÙ :u! :ÈñUJOÅ s:OìU8 „W|W¶A8 ñWÙ

x = −2x = 6

O CGÜê y kx= + 5y x k= +2y kx=
3
2xy k=

 :v|UN! Ë ¨WJ!ñU|œ :vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ :v|W¶A8k ÆWJ§ï:Ëñ u8 :ÈñUë UO:|ñ ¨WJ!ñUî˛WÙ

����x

y

1 4 9

−9 6 71

���x

y

1 4 9

36 9 4

��x

y

1 4 9

7 13 23

�x

y

1 4 9

3 24 81

 UïUM:OÙ«;ñ ˛ øW¶<Ëñœ U|Wï ÊU| W¶<Ëñœ28 U"WÙ31:ÈË :v|:uÙ ¨XO! X<Ëñœ U|…˛«ËW¶<…œ WëWÙ WJ!ñU|œ ¨

 ∫WMOLìWfi! :vëWïËuLï …˛œ » XO! X<Ëñœ U|Wï WëWÙ Ë ¨WJ§ï:Ëñ

( ,� )1 2−

( ,� )− −1 2

29 :Èñ…ËW" ‰WÖœ :v3ËUÙ UïdJïËËñ vëW|WM:|Ë ñW< W¶ÑWJ!             ôU8 WëWÙyôU8 :Èœ ¨

 Æ:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë ÈË ñW< W¶ÑWë

30ËËœ                                 U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë :Èœ          Ë                      WëWÙ

 Æs!WÙ v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

31p:Oz                               U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë :Èœ ¨         Ë                      WëWÙ

 ÆXO!WÙ v|:u<Uz UM|;d!ËËœuJ:Oz

32:v¶8W"ËËñ s:OìU8 ËuîWÙ ˛ X:OzbJ:OÄ :ÈËWz WfiOçM! :ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë U|WA:OëËUÙ

  Æ           ôU8 ˛ Ê«Ë UO|ñËËœ vï«ñU3ËËœ W¶O!œ †…ñWM! ôU8 ˛ Ê«Ë U|ñËËœ s:|ËWz          vïU":uÄ

( ,� )1 2−

( ,� )− −1 2

b ac2 4 0− >a ≠ 0f x ax bx c( )= + +2

b ac2 4 0− =a ≠ 0f x ax bx c( )= + +2

( ,� )0 3 ( ,� )x y

©ÊUÙW~:O"® ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

x = 4
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:vM|;ñ:uÙuÖ s:O|«dJ:O" Ë vK:OÙ s:O|WïËuLï 2-1
 ZïUîñUz

•ñW< ‰ ÊôU8 ËËœ UMOï«“ »

ÈË :Èñô :Èœ :vëWK:OÙW¶<«ñ

  Æs|WëñUî˛WÙ

•‰ :vëWìU8 Ë Èñô UMOï«“ »

:Èœ vëWK:OÙW¶<«ñ ñW<

  ÆsOMOzñ…œ ÈË U|WA:OëËUÙ

•…ó:|ñ „…Ë ÊdJï:Ëñ W¶:Ozœ Èñô

‰ :vM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" „…Ë ÊU|

 ÆWï« :̨Ëñ UïU|˛ s:|ñUO<dÄ

•ÊWëœ WM:|Ë vëWK:OÙW¶<«;ñ

:v|…u:OÅ » ÈË UA:OëËUÙ :vî…œ

 ÆXO! vM|;d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô

 ˜«ñ«“

Vocabulary

  Èñô

„WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ

s|;d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô :Èu:OÅ

v¶Aë :v|…u:OÅ

:vM|;ñ:uÙ:uÖ :ÈbïWÑUï :v|«dJ:O"

∫X|ñ:u!œ «ñ              ¨              sOìU8 ËËœñWÙœ :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô …b! u8 :ÈñW!

 :vïdJ:O"ñUë ÈËËœ U| ÊU| :vJ:Oz ôU8 UM"ñ«ó§ìWÙ ¨U<…ËñWÙ

  ÆWëUï vîUºïWz ñW< ‰

 :Èñ«u8 ‰ s:O|WM:|Ë4 ¨W!W3Ëuî v| :vJ:Oz :Èñô ∫sK:OÙW¶<«ñ

 :ÈËËœ :Èñô0 :vJOÙUîËœ :v| :Èñô ¨W§ìU< :v| :vOO< :Èñô Ë

 :v|UN! bïWÇ ñWÙ ¨v¶AÖ vëW|…u:OÅ » ÆWO|dëW<UM:OÄ ÈWï

 ÆXO! bMK! d¶Ä ËWz :Èœ XO! …b:|“ Èñô :v"ËËñ

 :Èñô Ê«œu8 :vK:OÙW¶<«ñ UïËu!bMK!−5 «b:|ñ«u8 :Èu:OÅœ

 Æ    :Èñô Ê«œu8 :vK:OÙW¶<«ñ UïËu!bMK! ˛ …d¶ï“Wî

 Uë WMO!ñUJ! vK:OÙW¶<«ñ ñW< ‰               Ë             s:OìU8

    v|:u<Uz vëW|«œËWî » :v¶<«ñ :v8…ñ :u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ XOçK! vKOÙW¶<«ñ ñW< ‰ „WìU8 bïWÇ ñWÙ

® ¨XOçì :Èœ WëW|                      :vïËu¶< :vëW|«œËWî » WìU8 ËWz ¨WëW|�W¶:Ozœ

® ÆWOOïUï:u| UëW¶OÄ ËWz Ë ©          U¶ì…œ Êbï«u8x� U<…ËñWÙ Ë UL:OÙ p:Oz W¶O!œy� Æ©W|UL:OÙ p:Oz

Linear Models and Rates of change

vK:OÙW¶<«ñ :Èñô

 XOçK! vïËu¶<Wï vëWK:OÙW¶<«ñ ñW< ‰ „WìU8 :vî…œ

:v8…ñ :u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ WëW| p:Oz » v|:u<Uz vëW|«œËWî »

ÈË :ÈñU! ˜ËËœ ‰ XO! Âeï ÊU| XO! bMK! ‰U8 :Èœ :̈v¶<«ñ

 ËWz s:OëW| Ê«Ë «ñUî˛ W¶O!œ vK:OÙW¶<«ñ :Èñô ÆvK:OÙW¶<«ñ

  Æ:vìU8 :ÈË UMOçì :vîUºïWz ˛ åXO!œ Âeïò ÊU| XO!œ bMK! WìU8

( ,� )x y1 1( ,� )x y2 2

Slope

Slope - point form

Slope - Intercept form

General form

Average rate of change

Delta

vK:OÙW¶<«ñ :Èñô U|W<UM:OÄ

X|ñ:u§!               ¨              «dïôU8 ËËœñWÙœ Ë XO! vïËu¶< Wï vëWK:OÙW¶<«ñ :Èñô

 :uë                          W¶O!œ

 ÆWO|dëW<UM:OÄ U|Wï vïËu¶< vëWK:OÙW¶<«ñ :Èñô

( ,� )x y1 1( ,� )x y2 2

 
m y

x

y y

x x= =
−

−
2 1

2 1
x x2 1≠

( ,� )x y1 1( ,� )x y2 2

y y
x x

y y
x x

y y
x x

2 1

2 1

2 1

2 1

1 2

1 2

−
− = =− −

− −
−
−

( )
( )

1
5

�x = x2 – x1

��x = x2– x1

��

��

�y = y2 – y1

 Èñô WëWÙ0¨XO!

vK:OÙW¶<«ñ :Èœ

 ÆXO! v|:u<Uz

¨XO! VìU< :Èñô WëWÙ

˜…ñW! q:OÙW¶<«ñ :Èœ

Èô ˛ bïWÇ XOÇ :Èñ«u8

:v¶<«ñ :v|ô :u! :vÄWÇ

 ÆXOçK!

¨XO! »W3Ëuî Èñô WëWÙ

ñWÙ XO! bMK! :Èœ q:OÙW¶<«ñ

sOçK! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ bïWÇ

 Æ:v¶<«ñ :v8…ñ :u!

ÈdëWïW<UM:OÄ :Èñô WëWÙ

vK:OÙW¶<«ñ :Èœ XO!

 ÆXO! vïËu¶<

WO|dëWï W<UM:OÄ
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vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ

 ÆÈË :Èñô UïUMOzñ…œ :u! sOMO!ñUJ! vïu¶< Wï vëWK:OÙW¶<«ñ s:OìU8 ˛ ÊôU8 ËËœñWÙ XO!b:OÇ

 ñU|œ vë…Ë ñWÙ ¨ÊU|WÅu~:O< UïËu!…u:OÅËUÙ UïUMOzñUJ! s|WJ§8U< :ÈbïWÇ :vÑWz sO:OÅœ

  Æ«œñW§î«ñW! :v|WM:|Ë œ

:vM|ñuÙuÖ s:O|«dJ:O" Ë …ó:|ñ

 WëWÙ Æs|WJ! ÊËËñ «dJ:O" ÊU| …ó:|ñ „…Ë :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô XO!b:OÇx ËyW¶§"UÙ ÊU|WëW| ÊUîWÙ »

 WëWÙ :vìW! Æ…ó:|ñ W¶O!œ :vM¶! ËWz Ë XO!Uï :vïUçOÄ :v|WëW| Èñô :ÈñU! :vÑ ‰ ¨ÊUçOÄx Ëys:O|WëW| ËËœ »

Èñô „…bMÙ ¨vMO! :Èœ :vì:uÄ :vÑ ‰ Æ:vM|ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" W¶O! Èñô :Èœ ¨ÊUçOÄ WM§"UÙ «œu3 s:OïUçOÄ

 Æ:vM|ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" WM!œ „…bMÙ Ë …ó:|ñWM!œ

:ÈËWz s:OïU"uÄ Ë Èñô WëWÙ vfiOçM! vëWK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ v:OÅœ

 v"d~î Ævï«e! X|ñ:u!œ «d:O" q:OÙW¶<«ñ ôU8m WO:OëWK:OÙW¶<«ñ :Èñô

ÆX|ñ:u!œ «ñ             ôU8œ Ë

                :Èœ ¨vKOÙW¶<«ñ ÈË ñW< ‰ XO! Èœ UëWìU8 ñWÙ          WëWÙ Æ

UMOfiOçï :u! v|…u:OÅ vÑ Wïó:O!œ ÆvfiOçM!                             :v|…u:OÅ ñW< ‰ :vA:OëËUÙ :vÑ ÈñUëœ u"

 ¨vK:OÙW¶<«ñ UA:OëËUÙ  Æ„WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ

m y y
x x

y y
x x= =−

−
−
−

2 1

2 1

4 3

4 3

( ,� )x y1 1

( ,� )x ym y y
x x= −
−

1

1

y y m x x− = −1 1( )

vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ :u! „WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ

 vëWK:OÙW¶<«ñ UA:OëËUÙm ¨X|ñu§!«ñ               ôU8 œ Ë XO! :ÈË :Èñô

 ÆsOfiOçï W¶:OÙ :Èœ                               :v|…u:OÅ ñW< ‰y y m x x− = −1 1( )

( )x y1 1−

    W‡‡‡‡‡ïËu/vëWK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ UïUMOzñ…œ

 :ÈË :Èñô vëWK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ3ôU8œ Ë XO!

  ÆWfiOçM! X|ñu§!«ñ

vëWK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ UMOfiOçï «ËWì ¨WïWÙ Èñô vïu¶< Wï s:OK:OÙW¶<«ñ :vM¶Ä :uë XO! W"«dO! ‰

ñW< ‰ vïËu¶< vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ ÆW|«bïUOÅ œ U|Wï „WìU8 ≠ Èñô :È…u:OÅ ñW< ‰ vïËu¶<

:vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ Uº:OÑ ÆXO! v¶<«ñ Uë…ñUî˛      :vî…œ ¨sOfiOçï W¶:OÙœ         :v|…u:OÅ

 Æ         WïËuLï :u! ¨X|ñ:u!œ «ñ            ôU8 œ «ËWz vïËu¶<

 ∫ñUJOÅ

1

® :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ−−22 ÆWfiOçM! X|ñu§!«ñ        ôU8œ Ë XO! :ÈË :Èñô © ôU8

  :v|d:|bÑUÇ

.1

(1,� 2)−−

(1,�1)

y y m x x

y x

y x

y x

− = −

− − = −

+ = −

= −

1 1

2 3 1

2 3 1

3 5

( )

( ) ( )

( )

k x k=

( ,� )1 2−x =1

¨
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 ôU< ‰ ÊËu! ”Wë                 vë…d|˛U! s:OOºMëUz «ñUî˛1990‰ ÊËu! ”Wë                  Ë

 ôU<2000   øËu!bïWÇ ÊUOOºMëUz «ñUî˛ UM|ñ:uÙ:uÖ :u! bïWÑUï :v|«dJ:O" Æ

 :vï;ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" Ω

    W‡‡‡‡‡ïËu/:Èñô :u! «œu3 s:OïdJïËË;ñ

 W¶O!œ :vM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" Uº:OÑ33 500vÑ ‰ ÊUOOºMëUz «ñUî˛ WëWÙ ¨«œ :vëWìU<œ ”Wë

 W¶O! ÊUOOºMëUz «ñUî˛ :Èœ ¨Ëu!…b:|“ :v|«dJ:O" vÑ » Èd:|˛U!4 377 000  ôU< ‰ ”Wë2010¨

 ÆbïWÑUï :v|«;dJ:O" W¶O!œ :vïËuLï :vÑ ‰ Èñô :Èb! u8 :ÈñW!

 Æ                    :ÈË U|ó:|ñœ :u! :ÈË UOÙ«bMK! «ó:|ñ W¶O!œ :váî…ñ :Èñô

 ÆWMOï :vïUçOÄ WëW|WëW|Ë ¨W|…ó:|ñ Èñô :vïËuLï :vÑ ‰ :̈Èb! u8 :ÈñW!

 WïËuLï ‰ ©√® :vÅW! ‰ W" :ÈËWz :vM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«;dJ:O"2:u! bïWÑUï :v|«dJ:O" W¶O!œ ÈdëñUî˛WÙ

‰ ÆÊdëñUî˛WÙ W¶:Ozœ vëW|…ËUî :v|«œËWî ‰ Â…œñWÙ :vM|;ñ:uÙ:uÖ :u! bïWÑUï :v|«;dJ:O" Æ:vM|ñ:uÙ:uÖ

® WïËuLï2s:O|«dJ:O" :v| Èœ vë…ñ:u3 Èd:Oã :Èœ :v:O< :vÅW! ‰ ÆËu!                       …ËUî ˜Wz ©√® ©

   Æ:vM:|ñ:uÙ:uÖ :u! v"U< :v|«;dJ:O" :vïó:O!œ v! :vM|;ñ:uÙ:uÖ

2

U|ñËËœ Ë ¨      U|WÅuÖ …“ñW! » †;d:Oïœ vïUL<Wz ‰ :vëWë:Ë;dã ‰ „Wîô…“

 :vë:Ëdã Ë vîô…“ ÈË «ñW§ÑUï ‰ v|:u<Uzm600«ñW§ÑUï ‰ :vK:OÙW¶<«ñ ÈË :Èñô ¨

øWO:OM|ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" ÊU| W|…ó:|ñ ËWz :ÈñWz ø…bïWÇ :vë:Ëdã Ë vîô…“ :vÑUÇ

ø…bïWÇ :vë:Ëdã UOÙ«bMK!

ôU8

   :v|d:|bÑUÇ

.2

36870004 042000

«œ ÊUOOºMëUz «ñUî˛œ s|;ñ:uÙ:uÖ

 «œ ÊôU< «ñUî˛œ s|;ñ:uÙuÖ

= =−
−

4 042000 3687000
2000 1990

33500

¨ÊUï«e|ñU| UM¶:OÑUÙ u8 :u! Uï«œ „Wáî…ñ :vëW|WïU| :̈vÑUz ñW< ‰ :vJïUfiOK4 UïUÄ…;ñ:uÖ ‰

 :ÈË UOÙ«bMK!2 :ÈË U|ó:|ñœ Ë ñW¶:Oî7:Èñô ÆñU|œ :Èñ«u8 ‰ :v|WM:|Ë ‰ „…Ë ¨Ëu! ñW¶:Oî

  ÆWJ!ñUî˛WÙ :váî…ñ

m m
m

= =2
7

2
7

1990 2000,�[ ]

:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » vK:OÙ s:O|WïËuLï Uïbï«uï

UïdëñUî˛WÙ :vJ:Oz :Èñ:u3 ‰ ∫s|WJ§MOì:uÄ Ê«ñ:u3 ËËœ :u! :vïdJìW¶:OÅ U|“«bïWz s:|ñUO<dÄ ÈW!ñ:Ë“ s|ñUëœ ÂWz

:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë UïUA:OëWM:|Ë :ÈËËœ :Èñ:u3 ‰ Ë ¨©Wï ÊU| XO!…ËUîWÇ® v|«b:OÄ UïdJïËËñ vëW|WM:|Ë UA:OëËUÙ

UïdëñUJOÅ ‰ vMO!ñUJ! vK:OÙW¶<«ñ UA:OëËUÙ :u! „WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ v:OÅœ u" ÆÈ«b:OÄ UëW|WA:OëËUÙ :u!

 :v| Èœ vëW|…u:OÅ Æ:ÈËËœ :Èñ:u3 s:|ñUO<dÄ ‰WÖœ XOºïuÖ Uï …u:OÅ ˜Wz :vìW! :̈vJ:Oz :Èñ:u3 s:|ñUO<dÄU|WA:OëËUÙ

 ≠ Èñô :v|…u:OÅ :vïó:O!œ :̈ÈËËœ :Èñ:u3 s:|ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ :u! XOºïuÖœ W|WÙ vK:OÙW¶<«ñÆs|;d!ËœuJ:Oz

vK:OÙW¶<«ñ UA:OëËUÙ :u! s|;d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô :v|…u:OÅ

 vK:OÙ U|WA8Wï :u! :vïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë

 ÈË :Èñô „WK:OÙW¶<«ñ W¶O!œm Æ W|           vïËu¶< U| ÈË UM|;d!ËËœuJ:Oz Ë( ,� )0 b

y mx b= +

Ü

CG

60º
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2m

7m



:Èñô Æ         vJïuÇ          W¶O!œ vïËu¶< UM|d!ËËœuJ:Oz

 vK:OÙW¶<«ñ0:vM¶! ÆWO|u<Uz v|WK:OÙW¶<«ñ ˜Wz uJïUz Æ

 :Èñ…ËW" :u! V|ñW" :vK:OÙW¶<«ñxX|ñ:u!œ «ñ          ôU8œ Ë

 ÆWJ!WM:|Ë

˛ u" WëWÙ uJïUz Æ       W¶O!œ :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô Æ         vJïuÇ           W¶O!œ vïËu¶< UM|d!ËËœuJ:Oz

 »           ôU83˜…ñW! :vëW|WëW| u" X:OÑœ ¨vçK! :v¶<«ñ :v8…ñ :u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ ÊU|WëW|

Ë WM:|uM!         Ë           ÊôU8 ËËœñWÙ ÆvK:OÙW¶<«ñ ñW< W¶ÑWëœ          ôU8 Ë ¨vçK! :Èñ«u8

 ÆWA:OJ! X|ñ:u!œ «dï«Ëœ vK:OÙW¶<«ñ

ñW< ‰ ÈË U|WA:OëËUÙ v:OÅWï u" «ËWì ¨WO|dëWïW<UM:OÄ vïËu¶< :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô vJïuÇ

 ∫vfiOçM! s|;d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô :v|…u:OÅ ñW< ‰ ÊU| „WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ

˜Wz Ë ¨ÊU|…ñU! ËuîWÙ :u! XOºïuÖœ Ë W|WÙ vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ :u! v¶Aë vëW|…u:OÅ

 ∫W|…u:OÅ

 …ñUî˛ ËËœñWÙ uëA ËB s!Uï ÊUfiëW| WçJ:OÄ0U|WA:OëËUÙ          WëWÙ                    uJïUz

 Æ                                  vfiOçM! v|…u:OÅ vÑ ñW< ‰ v:OÅœ u" ¨XO! vïËu¶< vK:OÙW¶<«ñ

ÆWfiOçM! s|d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô :v|…u:OÅ ñWfiì :v|WA:OëËUÙ ¨vJ:Oá¶<…œ ‰

    W‡‡‡‡‡ïËu/Êö:OÙW¶<«ñ UïUA:OëWM:|Ë

 ÆWA:OJ! :vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ :u! :vïdJïËñ :v|WM:|Ë

 ñUJOÅ

3

 ÆWA:OJ! :vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ :u! :vïdJïËñ :v|WM:|Ë ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.3

y x= +2 1y = 23 6 0y x+ − =

CGÜê y x= −3 1y = −2y x+ − =3 2 0

( ,� )0 2b = 2

( ,� )0 2

3 6 0

3 6

21
3

y x

y x

y x

+ − =

= − +

= − +

( ,� )0 2b = 2− 1
3

( ,� )0 2

( ,� )3 1( ,� )3 1 ( ,� )0 2

Ax By C+ + =0

A B+ ≠ 0x k=

( ) ( ) ( )1 0 0x y k+ + − =

ê

ê

Ü

Ü CG

:Èñô Æ         vJïuÇ          W¶O!œ vïËu¶< UM|;d!ËËœuJ:Oz

 :vK:OÙW¶<«ñ2:u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ :vëW|WëW| » :vçK! :vî…œ Æ

ÈñW< :u! ÊU|WëW| ËËœ X:OÑœ ¨          ôU8 ˛ :v¶<«ñ :v8…ñ

ÆvK:OÙW¶<«ñ ñW< W¶OÑWëœ          ôU8 uJïUz ∫v! bMK!

:vK:OÙW¶<«ñ ËWz Ë WJ!ñU|œ          Ë          ÊôU8 ËËœñWÙ

 ÆWJ!WM:|Ë X|ñËu!œ «dïU|ËËœñWÙœ

( ,� )0 1b =1

( ,� )0 1

( ,� )1 3

( ,� )1 3 ( ,� )0 1

CG

UëWK:OÙW¶<«ñ

XO!œ Âeï

  vëWK:OÙW¶<«ñ

WO|u<Uz

 vëWK:OÙW¶<«ñ

XO!bMK!
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:u! XO! V|ñW" Ë X|ñu!œ«ñ           ôU8 œ q:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ v¶AÖ :Èu:OÅ ñW< ‰

:vK:OÙW¶<«ñ  ÆWfiOçM!

XO! ÊËu¶< Ë X|ñu!œ«ñ             ôU8œ :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ v¶AÖ :Èu:OÅ ñW< ‰

   :vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ ÆWfiOçM!

.1 Æ                    :vî…œ                          ∫v¶AÖ :v|…u:OÅ

.2∫vïËu¶< :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ :v|…u:OÅ

.3∫v|:u<Uz :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ :v|…u:OÅ

.4  ∫„WìU8 ≠ Èñô :v|…u:OÅ

.5∫s|d!ËËœuJ:Oz ≠ Èñô :v|…u:OÅ

Ax By C+ + = 0A B+ ≠ 0

x k=

y k=

y y m x x− = −1 1( )

y mx b= +

Êö:OÙW¶<«ñ UïËu§ïËu¶< Ë ÊËu§§|ñW"

.1 Æs! ÊUfiëW|œ ÊU|ËËœñWÙ :Èñô WëWÙ :vM¶! Ë WëWÙ ¨s! V|ñW" :Èœ vïËu¶< Wï s:OK:OÙW¶<«ñ ËËœ

.2 ÆËËœuJ:Oz ‰WÖœ s! V|ñW"œ v|:u<Uz s:OK:OÙW¶<«ñ

.3 ÆËËœuJ:Oz ‰WÖœ s! V|ñW"œ vïËu¶< s:OK:OÙW¶<«ñ

.4ÊUfiëW| Ê«ËËœñWÙ s:|ñô Uï«bJ:Oì :vîUºïWz WëWÙ ËËœuJ:Oz ‰WÖœ s! ÊËu¶< :Èœ q:OÙW¶<«ñ ËËœ

 XO!−1 Æ

5.  Æv|:u<Uz vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ XO! ÊËu¶< :Èœ vïËu¶< vëWK:OÙW¶<«ñ ñWÙ

Êö:OÙW¶<«;ñ UïËu§ïËu¶< Ë ÊËu§§|ñW"

ÆÊ«Ë UïUA:OëWM|Ë v:O! Ê«Ë UïËu§ïËu¶< ÊU| Êö:OÙW¶<«ñ ËËœ UïËu§§|ñW" UïdëñU|œ :u! W|WÙ  @ïdÖ :vëWìËñ Èñô

:vîUºïWz WëWÙ Ë ¨s! V|ñW"œ :Èœ q:OÙW<«ñ ËËœñWÙ ËWz ¨s! ÊUfiëW|œ vïËu¶< Wï s:OK:OÙW¶<«ñ ËËœ :Èñô WëWÙ

® …ñUî  ̨XO! ÊUfiëW| Êö:OÙW¶<«ñ ËËœñWÙ :Èñô Uï«bJ:Oì−1 ÆËËœuJ:Oz ‰WÖœ s! ÊËu¶< :Èœ q:OÙW¶<«ñ ËËœñWÙ ËWz ¨©

    W‡‡‡‡‡ïËu/ ÊËu¶< Ë V|ñW" s:OK:OÙW¶<«ñ UïdëñU|œ 4

:Èu:OÅ ñW< ‰ :v|WA:OëËUÙ :̈ÈË UïUMOzñ…œ :u! ¨ñ…œWMO!                   :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô :̈vJ:Oá¶<…œ ‰

Æ                   ∫WfiOçM! s|d!ËËœuJ:Oz ≠ :Èñô

 Æ    W¶O!œ :vK:OÙW¶<«ñ :vÑ :Èñô

 ñUJOÅ

2 3 5x y− =

2 3 5x y− =

( ,� )2 1−

( ,� )2 1−

2 3 5x y− =
y x= −2

3
5
3

2
3

Ü

CG

:vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ :u! «œu3 s:O|…u:OÅ

s:OK:OÙW¶<«ñ ËËœ

 ÊËu¶<

s:OK:OÙW¶<«ñ ËËœ

 V|ñW"
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XO!W" «dO! ‰

 XO!W" «dO! ‰

ËWz vïËu¶< vK:OÙW¶<«ñ

‰WÖœ W§|ñW" q:OÙW¶<«ñ

 :Èñ…ËW"y Æ

ËWz v|:u<Uz :vK:OÙW¶<«ñ

‰WÖœ W§|ñW" vK:OÙ W¶<«ñ

 :Èñ…ËW"x Æ



V|ñW" Ë X|ñ:u!œ «ñ            ôU8œ :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô

U|WA:OëËUÙ Æ    W¶O!œ                  :vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ XO!

:ÈË :Èñô Ë X|ñu!œ«ñ            ôU8œ :vK:OÙW¶<«ñ

 ÆWfiOçM!

ÊËu¶< Ë X|ñu!œ «ñ           ôU8œ :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô

   W¶O!œ                   :vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ XO!

Ë X|ñu!œ «ñ            ôU8 œ :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ

ÆWfiOçM! XO!      :ÈË :Èñô

( ,� )2 1−

2 3 5x y− =2
3

( ,� )2 1−2
3

y y m x x

y x

y x

− = −

− − = −( )
+ = −

1 1

1 2

3 1 2 2

2
3

( )

( ) ( )

( ) ( )

y y m x x

y x

y x

− = −

− − = − −( )
+ = − −

1 1

1 2

2 1 3 2

3
2

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 3 7 0x y− − =

( ,� )2 1−

2 3 5x y− =− = −1
2

3
2

3��
( ,� )2 1−

− 3
2

3 2 4 0x y+ − =

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.4Ë X|ñu!œ «ñ           ôU8 œ :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ ¨v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰

    :vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ XO! V|ñW"  ÆWfiOçM!

Ë X|ñ:u!œ «ñ            ôU8œ :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ ¨v¶AÖ :Èu:OÅ ñW< ‰

   :vK:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ XO! ÊËu¶< ÆWfiOçM!

( ,� )1 3−

x y+ = −5 1

x y+ = −5 1

( ,� )2 1−

Ü

CG

CG

Ü
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2-1
 UïUM:OÙ«ñ ˛1 U"WÙ4∫WMOKîW‹! vK:OÙW¶<«ñ :Èñô ¨

 UïUM:OÙ«ñ ˛5 U"WÙ10 ÆWA:OJ! X|ñu!œ «ñ È«b:OÄ ôU8œ Ë È«b:OÄ «ñô Ê«œu8 :vK:OÙW¶<«ñ ÈË ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛11 U"WÙ14 Æñ…œWMO! X|ñu!œ «ñ ÈdëñU|œ s:OìU8 ËËœñWÙœ :vK:OÙW¶<«ñ :Èñô ¨

 UïUM:OÙ;ñ ˛15 U"WÙ18s:OìU8 ôU8œ Ë È«b:OÄ :Èñô Ê«œu8 :vK:OÙW¶<«ñ ñW< ‰ ñU!ñW< s:OìU8 :v< ¨

 ÆWJ!ñU|œ X|ñu!œ «ñ È«b:OÄ

 UïUM:OÙ«ñ ˛19 U"WÙ22 ÆWJ!ñUî˛WÙ vïËu¶< UM|d!ËœuJ:Oz Ë vK:OÙW¶<«ñ :Èñô ¨

12

34

5( ,� )�2 367

8910

;1( ,� )�2 3 ; −2

( ,� )2 3 ; ( ,� )�− 4 1 ; 0

( ,� )− 4 1 ; −3

− 3
2

11( ,� )�5 2 h ( ,� )�3 4−12( ,� )�4 2− h ( ,� )�3 2−

15( ,� )2 1 ; m = 016( ,� )1 7 ; m = −3

19x y+ =5 206 5 15x y− = 20

21x = 4y = −1 22

17( ,� )�−3 4 ª WO|dëWïW<UM:OÄ18( ,� )�− −2 2 ; m = 2

13−( )3
4

1
6

,� h −( )1
2

2
3

,�14( ,� )2 5 h ( ,� )�2 1

( ,� )�− 4 1 ª WO|dëWïW<UM:OÄ

m

 UïUM:OÙ«ñ ˛23 U"WÙ28«ñ È«b:OÄ s:OìU8 ËËœœ Ë ÈdëñU|œ :Èñô Ê«œu8 :vK:OÙW¶<«ñ ÈË :u! :vëW|WA:OëËUÙ

 ÆWA:OJ! :ÈË :v|WM:|Ë vÅUÄ Ë ¨WfiOçM! X|ñu!œ

23m = 3
4

2425 ( ,� )0 3 ;m = 3( ,� )3 2− ;m = 0( ,� )�0 4 ;

26m = − 3
5

2728 ( ,� )−2 4 ;m = 2
3

( ,� )0 0 ;ª WO|dëWïW<UM:OÄ( ,� )−1 2

 ÊUM:OÙ«;ñ ÊUM:OÙ«;ñ
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 UïUM:OÙ«;ñ ˛29 U"WÙ34 ∫WfiOçM! X|ñ:u!œ «ñ ÈdëñU|œ s:OìU8 ËËœ ñWÙœ vK:OÙW¶<«ñ ÈË U|WA:OëËUÙ ¨

 s:OïUM:OÙ«ñ ËËœñWÙ ‰38 Ë39 UïUM:OÙ«ñ :vîUºïWz ¨ 37vëWK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ UMOfiOçï :u! WMO!ñUJ!

  ∫ÈdëñU|œ ÈË s:OM|;d!ËËœuJ:Oz ËËœñWÙ

29( ,� )2 13031 ( ,� )0 3 h( ,� )− −3 4( ,� )1 4 h
1
2

7
2

,�( )0 3
4

,�( ) h

327
8

3
4

,�( )3334 5
4

1
4

,�−( ) h( ,� )�5 1( ,� )5 8 h

38( ,� )2 039 ( ,� )0 3 h−( )2
3

0,�( ,� )�0 2− h

 UïUM:OÙ«;ñ ˛40 U"WÙ43È«b:OÄ q:OÙW¶<«ñ ‰WÖœ V|ñW" Ë X|ñu!œ«ñ È«b:OÄ ôU8œ vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ ¨

 ∫WfiOçM!

40( ,� )2 141 4 2 3x y− = ;3
4

7
8

,�( )5 3 0x y− = ;

42( ,� )�− 6 443 3 4 7x y+ = ;( ,� )−1 0y = −3 ;

 UïUM:OÙ«;ñ ˛44 U"WÙ47‰WÖœ XO! ÊËu¶< Ë X|ñ:u!œ «ñ v|«b:OÄ ôU8œ vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ ¨

 ∫WfiOçM! È«b:OÄ vKOÙW¶<«ñ

44( ,� )2 145 4 2 3x y− = ;3
4

7
8

,�( )5 3 0x y− = ;

46( ,� )− 6 447 3 4 7x y+ = ;( ,� )�−1 0y = −3 ;

h( ,� )3 2− ( ,� )1 2−

35 ‰ v|:u<Uz U| ÈË UM|;d!ËËœuJ:Oz :ÈËWz vïËu¶< vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ3 ÆWfiOçM! XO!WÙ

36 ‰ vïËu¶< U| ÈË UM|;d!ËËœuJ:Oz :ÈËWz v|:u<Uz vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ3 ÆWfiOçM! XO!WÙ
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 ZïUîñUz

•sMOzœñUJ! v|WA8Wï UMOfiOçï

Ë :ÈWA8Wï Uïbï«uï :u!

   Æ:ÈË :v|UÙW! UïdëñUî˛WÙ

•:ÈWA8Wï :v|«œËWî Ëñ«u!

   ÆÊWëœñU|œ

•:ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

    ÆÊWëœWM:|Ë

•s:O| ÊU|WA8Wï s:OM|;ñ:uÙuÖ

   ÆÊWëœñU|œ ñ:u3Ë«ñ:u3

•Ë ÊWëbMOì:uÄ ÊU|WA8Wï

 ÆÊWëœñU|œ Ê«Ë UïdëW¶:|ËUz

 ˜«ñ«“Vocabulary

   Èbï…u|WÄ

   †…b:|dÖ

:ÈË«;ñ:uÖ p:Oz » v¶<«ñ UëW|WA8Wï

     v¶<«ñ

  ñ«u!

    «œËWî

     ÈWA8Wï UMOfiOçï

     «œu3 U|WA8Wï

     d~O¶AÖ U|WA8Wï

    ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï

     WKÄ

    WJì:uëËUÙ

    vë…ñW< :v|WJìuëËUÙ

     ;ñ:uÖWï :v|…œ«ñ

ô:uÄ ‰ :vìW! ÆÈWJ!W<UM:OÄ «œu3 s:OJ:|ñ » ÈWA8Wï v:OÅœ u" uë v|Ëu!d:Oã u" :Èœ“U| ô:uÄ ‰

ÆÈd!W3 s:O|WA:OëËUÙ :v|:uÙ » s|dëW<UM:OÄ s:O|WA8Wï WM|…œ :vO~ïdÖ :Èœ :Èœ“«Ëœ

® X<W§¶AÄ :ÈË«;ñ:uÖ v:OÅœ u"                   U|WA:OëËUÙ WïËuLï :u!y:ÈË«;ñ:uÖ :vÄ „W|WA8Wï „…Ë ©

® œ«“Uzx :Èœ :̈ÈË UMOfiOçï :u! ÆÈWJ!W<UM:OÄ ©y :vÄx:v|UÙW! uë ¨vfiOçïy vK!˛ Èœ vë…Ë«ñ:uÖ êOÙx

 ÆsOfiOçM! sO:OÅ ÂWz :Èœ              vJïuÇ Æ†dÖWïWÑ:u‹!

 :vïó:O!œ v|…u:OÅ vÑ ñW< ‰ :vA8Wï UMOfiOçïv|WA8Wï UMOfiOçï„WìWÖ v|WA8Wï UMOfiOçï Æ:vA8Wï :u!

® œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ «dJÅUz vëW|…u:OÅ » ËWz ¨WïWÙ UHîx U|WA8Wï :vÑUï Ë        X<W§¶AÄ :ÈË«;ñ:uÖ Ë ©f

œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ :vî…œ †Wëœ vÙUïU< ÈWA8Wï :v|UÙW! UïdëñUî˛WÙ ËWz U<…ËñWÙ Æ†WëœñU|œ

U|WA8Wï :v|UÙW! UïdëñUî˛WÙ :u! ¨WïËuLï :u! Æ†dÖœñ…Ë ÈdëñU|œ vëW|UÙW!

 :vN3 ‰ ¨           :vî…œx:vïUï«bNºì :vîUºïWz ˛ :ÈËWz È…ñUî˛ :È;d! :ÈUÙW! ¨Wï«œ ÈË :v|UN! ¨

ÆWJ!ñUî˛WÙ XO!œ«b|WÄ

Functions and Their Graphs

∫v|WA8Wï UMOfiOçï Ë WA8Wï

 v:OÅœ u" :v|bï…u|WÄ ôWî:uë ˛A ôWî:uë :u!Buë È;d§!ñ…œ          v¶fi‹J:|ñ s:O"Ëu3 UëWìWî:uë »

 Èbï…u|WÄ Èó:O! v:OÅœ u" Æ         Ëy ‰WÖœx Æ†…œb:|dÖ

 ôWî:uë ˛ WëWO|bï…u|WÄ WA8WïA ôWî:uë :u!BWï«œ ËËœ uë ¨¨WïWÙ †W§|U" s:O| †…ñWM! s:O"WHO< Ë ¨

y ¨z ôWî:uëœB Wï«œ ÊUîWÙ ‰WÖœ Ê«ËËœñWÙ Ê«Ë WA8Wï WëWÙ s! ÊUfiëW| :Èœ «œx ôWî:uë œA

s:O"Ëu3 ôWî:uë :ÈË  ˛ s! v¶fi‹J:|ñ s:O"Ëu3 ËËœ           ¨           WëWÙ uJïUz Æ†…b:|dÖ «œ

 Wïó:O!œ :v|bï…u|WÄ :vÑ ‰ Æ         :Èœ ¨sMOzbJ:OÄ :ÈWA8Wï s:OO¶fi‹J:|ñxœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ Wïó:O!œ Ëy

Æ©X<…u|WÄ® X<W§¶AÄ :ÈË«;ñ:uÖ

Relation

Associate

Real function in one
real variable

Domain

Range

Function notation

One-to-One function

Onto function

Polynomial function

Degree

Coefficient

Leading Coefficient

Constant term

v¶<«;ñ :ÈË«;ñ:uÖ » v¶<«ñ U|WA8Wï U<UM:OÄ

 WëWÙA ËB „W|WA8Wï ñWÙ ¨v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ˛ s! WìWî:uë ËËœf ˛A :u!BW¶O! Èœ

Æv¶<«ñ :ÈË«;ñ:uÖ » v¶<«ñ UëW|WA8Wï

 U|WA8Wï :Èñ«u!f ôWî:uë W¶O!œA U|WA8Wï WëWÙ Æf :v|Wï«œy ôWî:uë ‰B :v|Wï«œ ‰WÖœx‰

 ôWî:uëA® sfiOçï :Èœ ¨†…b:|dÖx ©f Ωy ¨ Ëy :v|UÙW! W¶O!œf ˜…œ ‰x ÊU| ¨yW¶O!œ

 :v|WM:|Ëx U|WA8Wï :vÄf  U|WA8Wï :v|«œËWî Æf  s:O|UÙW! ôWî:uë W¶O!œfËuîWÙ :u!

s:O|UÙW!x ÆÆ

( ,� )x y

x A∈y B∈

( ,� )x y( ,� )x z

y z=

x y2 2 1+ =

y x= −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
1
2

1 2

y f x= ( )

f x x( )= −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
1
2

1 2

f x x x( )= − +2 4 12

f x( )

x = −2

f ( ) ( ) ( ) ( )− = − − − + = + + =2 2 2 4 2 1 2 4 8 1 172

 :vN3 ‰ u" :vî…œ ¨XO!W" «d:O! ‰x® „…Ë ÈdëñU|œ vëW|UÙW!a:v|UÙW! ¨vï«œœ          U|WA8Wïœ ©

® :v|WM:|Ë W¶O!œ XOÑWëœW" X<…b! :ÈËWzx U|WA8Wï Û ©f  Æ

f x( )f a( )
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  ∫vMO§:O"                         :È;d! Wïó:O!œ¨ÊU|«œu3 ËËœ UïdJÅW!«œ :vîUºïWzvëWìËËñ ÈËWz Ë

ÆdH< WïUfiëW| Wï …d:|˛ Ë ÆvMO! vÅUÄ :Èœ :̈v|ñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ ‰ ÈWÙ :v| @ïdÖ

Æñ…œWMO!                  U|WA8Wï UïUMOzñUJ! :vë…;d! ñWÙ :v|UN!

  ñUJOÅ

     W‡‡‡‡‡ïËu/:vëW|WA8Wï :v|UÙW! UïUMOzñ…œ 1

 Æñ…œWMO!             U|WA8Wï UïUMOzñUJ! :vë…;d! ñWÙ :v|UN! ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1

f x x( ) 72== ++

f a( )3

f a a a( ) ( )3 3 7 9 72 2= + = +

f b( )−1

f b b b b b b( ) ( )− = − + = − + + = − +1 1 7 2 1 7 2 82 2 2

 

f x x f x
x

( ) ( )+ −
 p:O"Uë

 p:O"Uë

 x ≠ 0

CGÜê f a( )3f 3( )
 

f x x f x
x

( ) ( )+ −
 x ≠ 0

 

f x x f x
x

x x x
x

( ) ( ) ( ) ( )+ − + + − +=
2 27 7

 
=

+ + + − − +
= +=x x x x x

x
x x x

x
x x

2 2 2 22 7 7 2
2

( ) ( )

ê

Ü
CG

ê Ü CG

 

f x x f x
x

( ) ( )+ −

f x
x

( ) 1==

:v|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u!

 ñ«u!

 ¨«dJÅUz Wï UJ:|ñ » ÊU| «dJÅUz UJ:|ñ » ÊdëñU|œ W¶:OÙœ :v|WA8Wï :Èñ«u!

 ∫†WëœW<UM:OÄ :vA8Wï UA:OëËUÙ :ÈË UïUMOzñUJ!

•                  W¶O!œ                        U|WA8Wï :Èñ«u!

  ÆXO! VìU< v|Wï        X:OÑœ vJïuÇ

•        W¶O!œ                         U|WA8Wï :Èñ«u!

ÆXO! VìU< v|Wï        X:OÑœ vJïuÇ

•        X:OÑœ vJïuÇ                  W¶O!œ                       U|WA8Wï :Èñ«u!

XO! :ÈdH< vïUfiëW|Wï Ë XO! VìU< v|Wï

   «œËWî

 U|WA8Wï :v|«œËWîfWM!œ uJïUz ¨ÈWA8Wï s:O|UÙW! s!œ s:|ËWz :v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWî:uë W¶O!œ ¨

 uë         s:O|UÙW! ôWî:uëa U|WA8Wï :Èñ«u!œf ÆW|«œ

 U|WA8Wï :v|«œËWî v:OÅœ u"f«d:Oîó! UÅUÅ ñW< ‰ ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë UM¶|b! ¨ÈWJ!ñU|œ

 ∫WïËuLï :u! Æ†Wëœ W<UM:OÄ :vA8Wï :ÈË UA:OëËUÙ UM¶|œ ˛ ÊU| :̈vïdJï:Ëñ

•ËuîWÙ Ë XO! dH< vïUfiëW| XO!Uï    vJïuÇ                 W¶O!œ               U|WA8Wï :v|«œËWî

 vK!˛ Èœ s:O|UÙW!0   Æ†dÖœñ…Ë

•:v|…ËUî ÈWÑñ…œ ‰ ÊU|UÙW! uÇ          ÈWJïuÇ                       W¶O!œ                     U|WA8Wï :Èñ«u!

 Æ†dÖUïñ…Ë

f x( )=x /{

1

x

3 −

f a( )

f x
x

( )= 1{ / }y y ≠ 0

[ ,� ]−1 1

sin x { / }y y− ≤ ≤1 1 f x x( ) sin=

1
x

∆
∆

∆
∆

∆

∆

∆

∆

∆∆

∆

∆∆

∆∆ ∆ ∆

∆

∆

 ñ«u!

 «œËWî
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     W‡‡‡‡‡ïËu/ñ«œWKÄ Ufi:|ñ UëW|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! UïdëñU|œ 3

         U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! ÆWJ!ñU|œ ôU8

:v|d:|dÑUÇ

.3

 ÆWJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :v|«œËWî Ë ñ«u! ôU8

Èd:|bÑUÇ

.2

CG
Ü f x x( )= −1 2

f x
x

( )
tan

= 1

 ÆWJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :v|«œËWî Ë ñ«u!

  ñUJOÅ

     W‡‡‡‡‡ïËu/:vA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! UïdëñU|œ 2

f x x( )= −1f x x( ) tan=

Ü

CG

Ü CG

v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë W¶O!œ :v|WA8Wï :Èñ«u!

:v|…ËUî W¶O!œ ËWz ¨ÊWëb8U<              s:|ËWz

v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ‰Wîuë W¶O!œ :v|WA8Wï :v|«œËWî

XO!Uï            vJïuÇ              uJïUz VìU< Wï s:O|

 Æ†d~!ñ…Ë VìU< s:O|UÙW!

 ÊWëb8U<                  s:|ËWz v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë W¶O!œ :v|WA8Wï :Èñ«u!

 Æv¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ôWî:uë W¶O!œ ÈË :v|«œËWî Ë Æ                       :vî…œ

x − ≥1 0

0,�+∞[ [

1,�+∞[ [

x −1

x n≠ +π π
2

 ÆWJ!ñU|œ                                   U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u!f x
x x

x x
( )

�����

��
=

−

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 1

1 1

<

f x
x x

x x
( )

3 3

3 3
==

−− <<

−− ≥≥

������

���

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 ñ«u!

«œËWî

«œËWî

n z∈I (Integer)
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x <1

sin x

f(x)=  1-x  +  x

{y  y   1}≥

 ñUJOÅ

:v|UÙW! W|dëW<U:OÄ «ËWz vJïuÇ ¨v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ôWîuë W¶O!œ :ÈWA8Wï :Èñ«u!

ÆVìU< W¶O!Uï †ËËñ :v|UÙW! ¨vJïuÇ              W¶O!œ :ÈWA8Wï :v|«œËWî ÆXO! bïWÇ ñWÙ

® uë :Èb! u8 :ÈñW!0W¶O!œ :ÈWA8Wï :v|UÙW! vJïuÇ W|«œ :ÈWA8Wï :v|«œ«ËWîœ Wï ©

 W¶O!Uï Ê«Ë˛ p:Oz ñWÙ :v|UÙW! uë †ËËñ s:O|UÙW! ËËœ :vîW3ñW<0 Æ«bî…œ ÊUîWÙœ

x

     W‡‡‡‡‡ïËu/4
 Æ†d~! WÑ:u‹! v"ËËñ WëWÙ ÈWA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! UïdëñU|œ

 ÆWJ!ñU|œ                             U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u!



 U|WA8Wï Wïó:O!œf U|WA8Wï¨«œu3 „W|Wï«œ ñWÙ WëWÙyp:Oz ‰WÖœ :vM¶! XO§|«b:|dÖ :v| «b:|Ë :v|«œËWîœ

®xWëWÙ s! ÊUfiëW| :Èœ Èñ«u! s:O|Wï«œ ˛     Ë    Wï«œ ËËœñWÙ ¨Èœ UëWM|;d!ñ…œ » ÊU| ¨«b:|Ë :Èñ«u! œ ©

® U|WïËuLï œ U|WA8Wï Æs! ÊUfiëW|          Ë          UÙW! ËËœñWÙ2U|WA8Wï Ë W|«œu3 UëW|WA8Wï «œ ©

® U|WïËuLïœ1 U|WA8Wï Wïó:O!œ Ë ¨W|«œu3 U|Wï«œ ©f ôWîuë ˛A ôWîuë :u!B UëW|WA8Wï…d~¶AÖ¨

 ËuîWÙ :ÈË :v|«œËWî WëWÙB® U|WïËuLï ‰ :ÈËËœ U|WA8Wï Æ†d~!WÑ:u‹!2 Æ…d~¶AÖ UëW|WA8Wï ©

:vî…œ                 s:OìU8 ËuîWÙ ˛ X:OÙbJ:OÄ :ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

x:v|WM:|Ë …d:OM! Æ†dÖœñ…Ë «b:O|WA8Wï :Èñ«u! œ s:O|UN! ËuîWÙ

∫WJ§:OMO§:O" :vÑWz Ë ¨ñW§î«ñW!

•xË :vìU8 «ñW§ÑUïœ ©VìU< ÊU| »W3uî® Èd!W3 UO"«ñËËœ W¶O!œ

 :Èñ…ËW"y Æ«œ

•)x (f :Èñ…ËW" Ë :vìU8 «ñW§ÑUïœ Èd!W3 UO"«ñËËœ W¶O!œx Æ«œ

UïdJïËËñ :v|WM:|Ë ËWz :Èœ UA:Oë vïËu¶< vëWK:OÙW¶<«ñ W" WëWÙ

:vM¶|b! UïdJOèU" WOMO§:O" ˜Wz Æ†;d! :vM¶! :vë…ñU3 vÙ…b:|e!  :v|WA8Wï

:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë :ÈñWz :ÈbïWÇ :ÈËWz UïdëñU|œ :u! †Wëœ sO!«œ

 :vÑ Wïó:O!œ ¨Wï ÊU| XM:|uïœ :vëWA8Wï ÆvïËu¶< vK:OÙW¶<«ñ UïdJOèU"

¨È;d! :vëWìU8 ˛ d¶Ä :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë vïËu¶< :vK:OÙW¶<«ñ WëWÙ

W¶O!Uï ñW§î«ñW! UïdJïËËñ :v|WM:|Ë ¨XM|uïUï vëW|WA8Wï WM:|Ë ˜Wz

«œu3 s:OìU8ËËœ ‰ v|WM:|Ë ÈË            :vK:OÙW¶<«ñ vJïuÇ WA8Wï

 ÆsM:|uïœ :ÈWA8Wï Èœ s:O|WM:|Ë ËËœñWÙ :vìW! ¨X|;d!œ

 s:OïdJïËËñ :Èñ«u8 ‰ s:O|WM:|Ë ˜Wz11Ë :vëW|WA8Wï ñWÙ …b! ‰ËWÙ ¨ÊWëœñU|œ †…;ñWM! s:O|WA8Wï

 ÆWJ!W<UM:OÄ :ÈË :v|WM:|Ë

:ÈWA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

x2 x1

f x( )1 f x( )2

x f x,� ( )( )

x = −1

WA8Wï W¶O!œ :vïdJïËËñ :v|WM:|ËWA8Wï W¶O!œ ÊdJïËËñ :v|WM:|Ë

WA8Wï W¶O!Uï :vïdJïËñ :v|WM:|Ë

†…;ñWM! U| vK:OÙ U|WA8Wï

†…;ñWM! U|Uº:O< U|WA8Wï †…;ñWM! U|U3ËËœ U|WA8Wï
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†…;ñWM! UM|U<uë U|WA8Wï

 ÊU|WA8Wï s:Oë;ñ:uÙ:u~N3

:v|…u:OÅ p:Oz :vëWìWî:uë ñWÙ :u! s:OïdJïËËñ s:O|WM:|Ë ÆÊdJMOì:uÄ W¶:ON! «bïôWî:uëœ WA8Wï XO!b:OÇ

:ÈË s:OïdJïËËñ s:O|WM:|Ë ËuîWÙ vMO! :Èœ ¨Èd~!ñ…Ë v|U3ËËœ s:O|WA8Wï ôWîuë WëWÙ ÆWïWÙ v¶AÖ

 Æ:Èñ«u8 ‰ :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…Ë ñWÙ ¨WïWÙ †…;ñWM! :v|…u:OÅ p:Oz

†…;ñWM! «Ë«;ñW~ìWÙ U|WA8Wï
  †…;ñWM! :v"ËËñ :v|UÙW! U|WA8Wï

  †…;ñWM! U| vL¶|ñUÖuì U|WA8Wï †…;ñWM! UÄ vï«u" U|WA8Wï †…ñWM! UM|U< U|WA8Wï

†…;ñWM! U¶MºïU" U|WA8Wï

:vÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUA:Oë«ñ

 :Èñ…ËW" ñ:Ëbì …ËWï«œWM:|Ëx

ñ:Ëbì …ËWï«œWM:|Ë vÅUÄ :vÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUA:Oë«ñ

 :Èñ…ËW"xÈñW< :u! ÊUA:Oë«ñ vÅUÄ Ë

ÈñW< :u! ÊUA:Oë«ñ

†…;ñWM! U|U3ËËœ :vÖ…;ñ U|WA8Wï
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ñWÙ ˛ :v< Æ†…ñWM! UïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë :u! „Wë;ñ:uÙu~N3 W¶O!œ s|ñu! s:OïdJïËËñ ˛ „WïdJïËËñ ñWÙ

:̈vÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUA:Oë«;ñ Ë ÈñW< :u! ÊUA:Oë«;ñ ∫†…ñWM! s:Oëñ:uÙ:u~N3 WM!œ s|ñ:u! s:O|…uOÅ ñUÇ

 :ÈñËW" ñËbì …ËWï«œWM:|ËËx†…;ñWM! s:O|WA8Wï ˛ Ê«bîUºïWz WMO"UÙ s:Oë;ñ:uÙ:u~N3 v:OÅœ u" Æ

 ÆÊUA:Oë WM:ON! :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë ËËœñWÙ :vO! :ÈË s:Oçì ˛ p:Oz » È˛ ËWz ¨ÈWJ!ñU|œ

 ∫ÊU|WA8Wï ñUÇ ñWÙ s:OïdJïËËñ :Èœ ¨               XO! W|WA8Wï ˜Wz †…;ñWM! U|WA8Wï WëWÙ

 » ÊUA:Oë«ñ2 ÆÈñW< :u! ÊUëW|

 » ÊUA:Oë«ñ2ÆvÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUëW|

 :Èñ…ËW" ñ:Ëbì …ËWï«œWM:|Ëx Æ

 » ÊUA:Oë«ñ 3 :Èñ…ËW" ñËbì …ËWï«œWM:|Ë Ë :vÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUëW|x  Ë

 ÆÈñW< :u! :vëW|WëW| » ÊUA:Oë«ñ

® «œ ÊU8ñWÇ ËËœñWÙœ :v|ñUëdO! s:O|Uï«“ Uºï…ñ :u! X:|ñWÖœWÑ :vA8Wï :v|uï :vJîW3 UOÅU!17 Ë18Æ©

Uï«“ Æ                           ÈñWìuz ËœñUïuOì :u! X:|;ñWÖœWÑ               U|WA8Wï UMOfiOçï UOÅU! Ë

® :v8ñWÇ UJOÙUîËbì18ÈñUëdO! s:O|WïËuLï „…bMÙ W|«bïUOÅœ U| uë :ÈbïWÇ :vÑ WM¶AÙWÖ ©

:vM":uÖ ÊU|WA8Wï UëWìWî:uë UïUMOzñUJ! Wï« :̨Ëñ UïU|˛ s:|ñUO<dÄ „WìWÖ UMOì:uëWÑ :u! ÊWJ!ñU|œ

 Æ…œU< s:O|WA8Wï

 ÊU|WA8Wï UïdJMOì:uÄ

 Èd!W3 s:O|WA8Wï©ñ«bÖ…;ñ ¨v|…ó:|;ñ ¨ñ«œ…œ«;ñ®

 ∫sOïbï«u8 s:O| :Èœ“U|Ë :vÙ…œ s:Oì:uÄ ‰ W" ¨ÊdJMOì:uÄ WM:OÙœ «œ Ê«ñ:u3 :v<œ …œU< s:O|WA8Wï

 d¶ÑôW!ñW! ÊU|ËuîWÙ ˛ s:O|WA8WïÆÊñ«œ…œ«;ñ s:O|WA8Wï∫W|WÑWz ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï :u! v¶AÖ :È…u:OÅ

 v|WÅu~:O< s:O|WA8Wï©XMºïU" Ë s|U<uë Ë s|U< s:O|WA8Wï®

 ÆvL¶|ñUÖuì Ë vï«u" s:O|WA8Wï

f x x( )= 2

y f x

y f x

y f x

y f x

= +

= +

= −

= − + +

( )

( )

( )

( )

2

2

3 1

†…ñWM! s:Oëñ:uÙ:u~N3(c 0)>

†…ñWM! UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

 » v|u<Uz UïUA:Oë«ñc  :v¶<«ñ :v8…ñ :u! ÊUëW|

 » v|u<Uz UïUA:Oë«ñc  :vÄWÇ :v8…ñ :u! ÊUëW|

 » vïËu¶< UïUA:Oë«ñcÈñW< :u! ÊUëW|

 » vïËu¶< UïUA:Oë«ñc:Èñ«u8 :u! ÊUëW|

 :Èñ…ËW" ñËbì …ËWï«œWM:|Ëx

 :Èñ…ËW" ñËbì …ËWï«œWM:|Ëy

†…ñWM! ôU8 ñËbì …ËWï«œWM:|Ë

y f x== ( )

y f x c= −( )

y f x c= +( )

y f x c= +( )

y f x c= −( )

y f x= − ( )

y f x= −( )

y f x= − −( )

y f x= ( )Leonhard Euler

a f x a x a x a x an n
n

n
n≠ = + + + +−

−0 1
1

1 0����� ( ) ... a f x a x a x a x an n
n

n
n≠ = + + + +−

−0 1
1

1 0����� ( ) ...;

 ñWìuz ËœñUï:uOì1707−1783

ËuîWÙ :u! :ÈË Uï«œW¶OÄ ÈñU!…b:|“

W¶:OÙœ ñWìuz Æ:v|ñUëdO! s:OÅW!

UïUMO£Nº! :u! :vJ:Oz s:O| ˛ s"ñUîóÙ

:v|ñUJîUîW" Ë ÈñUë«u3 UïdëñUî˛WÙ

Æ«b:O|U|eOãœ :vïU|˛ s:|ñUO<d! ñW< ‰

«œu8 s:OëËu"ñWÄ „WìWÖœ ÈËWz

U¶fiï«“ Ë Ê«ñ:uÄUÄ UïdJ:OÇ vfi4W!

ÊËœñWÖ Ë :vOÙUïËñ U¶fiï«“ Ë v~ï…œ

ÆËu!dë :vJO"UM~Oî :ÈñU! Ë :vJOïUJOî Ë

;
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 WKÄ

 U|WKÄ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï0

:vJ:Oz U|WKÄ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï

:ÈËËœ U|WKÄ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï

:vO:O< U|WKÄ ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï

…;ñ:uÖWï U|WA8Wï

WOK:OÙ U|WA8Wï

WO|U3ËËœ U|WA8Wï

WO|Uº:O< U|WA8Wï

  …u:OÅ ˜Uï

ËWz Wë s!ñU|œ :vëñuÙ:u~N3 s:OìU8 „…bMÙ ;ñ:uÖWï U|Wï «ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰ XO!b:OÇ

 :vî…œ XO! Âeï ÊU| XO! bMK! ñuMfi:O!xÊU| †Ëu3 U|WKÄ » s¶<W§¶AÄ ÆXOçK!        ÊU|        ˜…ñW!

ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï :v"WHO< s:OÅ :Èœ ¨vë…ñW< :v| :ÈË :v|WJì:uëËUÙ UïUAOï Ë :ÈWA8Wï U| Xë U|WKÄ

 ÆWO:O"WHO< :vÑ :v|W¶8:uÄ W¶A8 ˜Wz ¨ÊWJ!ñU|œ

 »W3uî «Ë«ËW" U|…ñUî˛ :vî…œnWM!œ                                s:O|…ñUî˛ Ë :v|WA8Wï U|WKÄ W¶O!œ

:̈ÈWA8Wï s:O|WJì:uëËUÙ      :v|WJì:uëËUÙ Ë¨WOOë…ñW< :v|WJì:uëËUÙ      :v|WJìuëËUÙ Ë:v|…œ«ñ

…;ñ:uÖWï ÊU|¨…;ñ:uÖWï :v|WJì:uëËUÙU|WA8Wï s:O|WJì:uëËUÙ UMOfiOçï :u!     s:O|UL:OÙ Ê«ñU3 „WìWÖ

«œu3 s:O¶OÄ UïUMOzñUJ! Ê«Ë s:O|WJì:uëËUÙ ¨s! Âeï s:O|WKÄ ˛ ñ«œ…œ«;ñ WëWÙ :vìW! ¨sMOzœñUJ! ñ«œ…œ«ñ

 ∫:Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ‰ ñU|œ „…ËñWÙ ¨sOfiOçïœ

f x ax bx cx d( )= + + +3 2

a a a an n,� ,�...,� ,�−1 1 0

ana0

ai

− ∞ + ∞

:v|WJì:uëËUÙ

»W3uî vë…ñW<

 :vî…œ

f x( )→ + ∞

f x( )→ − ∞

x → + ∞

  :vî…œx → − ∞

:v|WJì:uëËUÙ

VìU< vë…ñW<

  :vî…œ

f x( )→ − ∞

f x( )→ + ∞

x → + ∞

 :vî…œx → − ∞

 :vî…œ

f x( )→ − ∞

f x( )→ − ∞

x → + ∞

 :vî…œx → − ∞

  :vî…œ

f x( )→ + ∞

f x( )→ + ∞

x → + ∞

  :vî…œx → − ∞

ÆÆÆÈWA8Wï :u!XO! Xë U|WKÄXO! †Ëu3 U|WKÄ

f x ax bx c( )= + +2

f x ax b( )= +

f x a( )=

28 :vÅW!1vK:OÙ s:O|WïËuLï Ë :vïdJïËËñ s:O|WM:|Ë



ÊU|WA8Wï UïdëW¶:|ËUz

UïUMOzñUJ! ÈWJ!W<UM:OÄ uï s:O|WA8Wï W|«bïUOÅœ U| :uë v|Ëu! :ÈbïWÇ :ÈË Èd:Oã :Èœ“U| ôuÄ ‰ u"

 ÊU|WA8Wï ËËœñWÙf ËgÊU|WA8Wï ÊUÑ v:OÅœ u" ¨                       Ë                       WëWÙ Æ

 ∫ÈWJ!W<UM:OÄ

f x x( )= −2 3g x x( )= +2 1

( )( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x x x x x+ = + = − + +( )= + −2 3 1 2 22 2

( )( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x x x x x− = − = − − +( )= − + −2 3 1 2 42 2

( )( ) ( ) ( ) ( )fg x f x g x x x x x x= = − +( )= − + −2 3 1 2 3 2 32 3 2

f
g

f x
g x

x

x
x⎛

⎝
⎞
⎠

= = −

+
( ) ( )

( )
2 3

12

 
( )( ) ( ) ( )f g x f g x g x x x= ( )= ( )− = +( )− = −2 3 2 1 3 2 12 2

 
( )( ) ( ) ( )g f x g f x f x x x= ( )= ( ) + = −( ) + = −2 2 21 2 3 1 4 12xx +10

 ≠∫vMO§:O"

 Æ          ÊU|             W¶O!œ          U|WA8Wï :Èñ«u! Uº:OÑ

X<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë W¶O!œ         U|WA8Wï :Èñ«u!

x ÆÊWëb8U<                s:|ËWz

       U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë ¨              :v~ïW<ô :vÑ UïdëñUJOÅ :u!

 v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë ÆWA:OJ!xs:|ËWz

ÊU|          s:|ËWz v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë W¶O!œ ÊWëb8U<

  ÆÊWëb8U<

Æ             Ë                 :vî…œ WJ!ñU|œ        U|WA8Wï :Èñ«u!

  ñUJOÅ

     W‡‡‡‡‡ïËu/W¶:|ËUz U|WA8Wï :Èñ«u! UïdëñU|œ 4
f x x( ) 12== −−g x x( )==  g f�

 
( )( ) ( ) ( )g f x g f x f x x= ( )= = −2 1

 g f

 g f

x2 1 0− ≥

x2 1 0− ≥

x2 1 0− ≥ f x x( )= −2 1

x ≥1 x ≤ −1

3-1

 ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰1 Ë2 UïdJïËËñ :v|WM:|Ë ¨f Ëg∫:Èñ«u8 ‰ s:|ñUO<dÄ Uï«bç<ñW! :u! WMO!ñUJ!

ÆWMOKîW‹!              U|WA:OëËUÙ :u! :vë…ñUJOÅ

 ÆWJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :v|«œËWî Ë ñ«u! ÆWJ!ñUî˛WÙ          Ë CGÜ

 s:O|UÙW!x ÆWJ!ñUî˛WÙ ÊWëb8U<                   s:|ËWz êO

ÆWMOKîW‹!              U|WA:OëËUÙ :u! :vë…ñUJOÅ g

g( )3 f ( )−2

f x g x( ) ( )=f x( )= 2

g x( )= 0

 f g g f≠

{ ������ }x x≥ ≤ −1 1

 ÊUM:OÙ«;ñ ÊUM:OÙ«;ñ

o

o

oo

o

o

o

o

( )

( )

( )

( )
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2
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Ü
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Ü
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:v|…ËUîWÇ ñW< ‰ XO! Èœ UëW˘U8                                  Ë XO! :vM¶ãWJ:Oì

 W¶O! :Èœ X|ñ:u!œ «dïüU8 ËËœñWÙ Ê«Ë œ :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô :̈v|WA8Wï

f x( )

P c f c, ( )( )
Q c x f c x+ +( )( )∆ ∆,

m
f c x f c

c x c
f c x f c

x
=

+ −
+ −

=
+ −( ) ( )

( )
( ) ( )∆

∆
∆
∆

 üU8 bïWÇ ñWÙQ üU8 vJ|e:OïP:v8…;ñ :v|WM:|Ë „…Ë ¨XO! v¶ãWJ:Oì :Èñô vJ|e:Oï :Èñ…;d! :Èñô :Èœ ¨XO§!

W¶O!œ v¶ãWJ:Oì :Èñô s|ó:O! :Èœ ÂWz ¨XO!WÙ :vJOÙUîËœ :vN3 Èñ…;d! WëWÙ Æ†WëœñU|œ ÈñW< ‰ :vÄWÇ

Æ©s|dÖñ…Ë :ÈñUO<dÄ :vÑ «bM|Uz s:O|Wï«Ë ‰ :Èœ® Èñ…;d! :Èñô UºïUîñUz

PQ

PQ

 XãWJ:Oì

 XãWJ:Oì

 XãWJ:Oì

ñ…
;d!
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 s¶|œWÑ

Æ                 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< WMÑWëœ :Èñ«u8 ‰ s:O˘U8

    ¨  ¨ Æ

 ¨ Æ

 üU8 ‰ :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô Æs!œ           üU8 vJ|e:Oï e:|;ñ » W˘U8 ˜WzPÆWJ!ñUî˛WÙ X|ñ:u!œ«;ñ       Ë

 ‰ :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô ËP:v|…ËUîWÇ vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ ñW< ‰ ÆWJ!ñUî˛WÙ X|ñ:u!œ«;ñ ÆÆÆ      Ë

sO¶ãWë W" X<…b! s:OîUºïWz Ê«Ë ÆWJ!WM:|Ë :v"ñUî˛WÙ Ê«Ë s:|ñô W" s:OK:OÙW¶<«;ñ Ë :v|WA8Wï

 üU8 ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :Èñô :u! ÈdJJ|e:Oï vëW|UÙW! UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ!P Æ

 s:O|WM:|Ë ËËœñWÙ W|…b! :u8 :ÈñW! u" WëWÙ2 Ë3s:|ñW!ËË;ñ :vîW3ñW< uë vMO! :Èœ ÈñW< ‰

:Èœ ¨XO!…b:|“ ÊUA:Oëô «ñUî˛ bïWÇ ñWÙ Æ:ÈñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ :u! ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW! W¶O!œ ÊU|WA:Oëô

«ñWÑ…œ :ÈË vJïuÇ ¨XO!d" ‘U! U| :Èœ ÊdJJ|e:Oï Ë XO! :ÈñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ vJ|e:Oï Ê«Ë :vîW3ñW<

UïdëñUî˛WÙ :u! ÆXO!d¶ëËuâ! Ë d¶ëËuâ! :Èœ ÊU|WA:Oëô Ë :vA8Wï :v|…ËUîWÇ «ñW§ÑUï W¶OÑWëœ

¨XO!WÙ WëWÙ ¨ÈWJ!ñUî˛WÙ ÊU|WA:Oëô s:|ñW!ËË;ñ :vîW3ñW< :vºïUîñUz u" X:OÑœ :ÈñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ

 ÆXO!…b:|“ Â«Ë…œñW! ÊU|WA:Oëô ÊUÑ «ñUî˛ :vî…œ

 ÈñW!ËË;ñ «ñUO<dÄ

:u!˛ vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô ñW< ‰ ÊUMO£Nº! W"UÙ :vºïUîñUz :vJîWÇ «ËWÇ X|œ v¶ãWJ:Oì «ñUO<dÄ ‰ W"

:̈v|ñUëË«ËW" Ë :v|ñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ ‰ :ÈËËœ U| v|ËËó:Oî «ñUO<dÄ Æ:v|WA8Wï :Èñô UïdëñU|œ

˜Wz ÆXO!«œñËuM< …ñWÑ…œ ËWz :vA8Wï :v|…ËUîWÇ uë WO:Oë…ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ UïdëñUî˛WÙ «ñUO<dÄ

UïUMOzñUJ! ÊUMO£Nº! W¶:Ozœ WJîWÇ ˜Wz Æ:vºïUîñUz :vJîWÇ UïUMOzñUJ! ÊdëñUJOÅ W¶:Ozœ «ñUO<dÄ

 Æv|U<Uz Wï Uë…ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ UïdëñUî˛WÙ :u! :vA:Oëô :ÈñW!ËË;ñ

 :Èñ…ËW" Ë               U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ » v|«œñËuM< «ñWÑ…œ …b! ‘U! :u8 :ÈñW! ∫WïËu/ :u!xË

 :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…Ë          Ë          vïËu¶< s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœñWÙ1 Æ

f x x( ) = 2

Ë         Êö:OÙW¶<«;ñ ËËœñWÙ Ë                U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ » È«œñËuM< «ñWÑ…œ …b! :u8 :ÈñW!

üWî:uë ÆÊUA:Oëô s:O˘Wî:uë ËËœ UïUMOzñUJ! ÈWJ!ñUî˛WÙ :ÈñWÑ…œ :vÑ :ÈñW!ËË;ñ v:OÅœ u" Æ

‰ ñU|œ „…Ë ñWÙ ¨W|«œñË…œ ËWz v|…ËUîWÇ :ÈËËœ :v|Ë W|«œ Ê«Ëñ:Ëœ ‰ :vA8Wï :v|…ËUîWÇ :vJ:Oz

Ê«Ë » s¶<W§¶AÄË ¨…d:Oî˛WN! ÊU|WA:Oëô UëW˘Wî:uë ñWÙ :ÈñW!ËË;ñ :̈Èñ«u8 ‰ :vO:O< Ë :ÈËËœ :v|WM:|Ë

ÆWJ!ñUî˛WÙ :vJ:Oz v|WM:|Ë ‰ ÈdJ~ï…;ñ :ÈñW!ËË;ñ :u! p|e:Oï vëW|UÙW! ÊUîUºïWz ËËœñWÙ

f x x( ) = 2y = 0

=1

Q f Q f Q f3 2 11 01 1 01 1 1 1 1 1 5. , . ��� . , . ��� . ,( )( ) ( )( ) 11 5.( )( )

Q f Q f5 41 0001 1 0001 1 001 1 001. , . ��� . , .( )( ) ( )( )

P 1 1,( )Q1

Q2

y f x= ( )

x a=x b=

 s¶|œWÑ

.1.2.3
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 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ9:vºïUîñUz :vJîWÇ UïUMOzñUJ! v:O! :ÈñUO<dÄ v:OÅœ u" :ÈñWz WJ!ñU|œ ¨

 ÆÈWJ!ñUJOÅ

1-2
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

 ¨            U|U<U| ˜ËËœ ‰ XOÇœ Wç:|;d! „WïW"t Ë ÊUëdÇ » Wî…œd:v|«;dJ:O" ÆÊ«ñW¶:Oî » WO"«ñËËœ

 :vÄ :È“WìhvïW" «“Wì vÅUÄ                  Ë           ÊUî…œ ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ WJ!ñUî˛WÙ

 Æ          :vî…œ ‰ WJ§îUºïWzñ…œ

1

 Æ          üU8 ‰ WJ!ñUî˛WÙ           U|WA8Wï :v¶ãWJ:Oì :Èñô 2

 :u! WJ§ÅW!«œ :v|…ËUî vÑWz ÆWJ!WM:|Ë           :v|…ËUî ñW< ‰          U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë8

 Èñ…ËW" Ë :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ » v|«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ ÆÊUfiëW| s:OÅW!xËËœñWÙ Ë

 ÆWJ!ñUî˛WÙ          Ë         Êö:OÙW¶<«;ñ

3

y x= 2

y
x

= 1

 ‰ „WïW" UO|ñËœ15 ÈË«“Wì WëWÙ ¨WJ!ñUî˛WÙ X|;d!œ ÊUëdÇ7Æ«œ :vëWëdÇ œ XO! ñW¶:Oî 4

 ¨                          :vKáîU< ˜ËËœ ‰ :vî…œ ‰WÖœ s|;ñ:uÙuÖ W¶:OÙœ :vë…“Wì » XOÇœWç:|;d! „WïW"t

 :vî…œ ‰ WOOïW"«“Wì       ÊU|WëdÇ » vî…œ :u! W|UL:OÙtWïW" ˜Wz U|ñËËœ Æ«œ :vëWëdÇ œ Ê«ñW¶:Oî »

 :vî…œ ‰15 ÆWJ!ñUî˛WÙ X|;d!œ ÊU|WëdÇ

5

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰ XOçìœ „W˘U8Æ

xË :̈v˘U8 :u! XOM|uïœ v|:u<Uz UïËuÇWçA:OÄ ˜…ñW!

UOÙ«bMK! UM|;ñ:uÙuÖ :v|«dJ:O" ÆXOM:|uïœ ñW§î«ñW! UOÙ«bMK!

 ÆWJ!ñUî˛WÙ          ‰ :v˘U8

6

v t t( ) = +5 7cos

v t( )

f x x( ) = 0 08.

f x( )

x = 2

d t= 3 2

t =10

t =10

t = +10

x =1x = 2

Æ                                U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰ XOçìœ „W˘U8

xUOÙ«bMK!         Ë ¨XOM:|uïœ ÈWA8Wï UïËuÇWçA:OÄ ˜…ñW!

‰ :v˘U8 UOOÙ«bMK! UM|;ñ:uÙuÖ :v|«dJ:O" ÆXOM:|uïœ ñW§î«ñW!

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

7

 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÈdëñW§O< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ :v|UÙW! 8

f x x x( ) ( )= −0 04 8 2.

f x( )

x = 2

[0, 2]

(3, 9)
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ÆWMO!ñUJ! :vA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< W¶ãWëœ «ËWz              üU8Ë                  U|WA8Wï 11

 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÈdëñW§O< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ 9

 U|WA8Wï ∫WMO!ñUJ! :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< W¶ãWëœ «ËWz             üU8 Ë

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇf üU8 œ s:|ñ…;d! ËP :vî…œ ¨WJ!WM:|Ë Êñ:u!œ«;ñ                   s:O˘U8 Ëx

 s:O|UÙW!2 ÆX|dÖœñ…Ë e:|;ñ »      ¨     ¨

10f x x x( ) = −4 2P 1 3,( )

 ÆWJ!ñUî˛WÙ Ê«ñ…;d! :v<ñWÙ :Èñô

 üU8 ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :v¶ãWJ:Oì :Èñô UïbïöîW8 :u! WMO!ñUJ! Ê«ñUO<dÄ s:OîUºïWzPÆ

 Æv¶<«;ñ :v| ÈË :v|UÙW! :u! ÈWëœ p|e:Oï Ë p|e:Oï v¶ãWJ:Oì :Èñô :v|UÙW! «ËWÇ WJ§H<…Ë

Q x f x, ( )( )
1 5.0 5.

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇf üU8 œ s:|ñ…;d! ËP s:O˘U8 Ë :vî…œ ¨WJ!WM:|Ë Êñ:u!œ«;ñx

 s:O|UÙW!1 ¨3 ¨5 ÆÊdÖœñ…Ë e:|;ñ »

«ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ :u! ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW! UïdëñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! ÊU|WA:Oëô ¨vëWM:|Ë ñWÙ ‰

 Æ         Ë         Ë           s:OK:OÙW¶<«;ñ Ë                U|WA8Wï v|…ËUîWÇ » :v|«œñËuM<

12

ÆWJ!ñUî˛WÙ Ê«ñ…;d! :v<ñWÙ :Èñô

:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ v¶ãWJ:Oì :Èñô :v|UÙW! UïbïöîW8 :u! WMO!ñUJ! ©»® «ñUO<dÄ s:OîUºïWz

 üU8 ‰P:v| ÈË :v|UÙW! :u! ÈWëœ p|e:Oï Ë p|e:Oï v¶ãWJ:Oì :Èñô :v|UÙW! «ËWÇ WJ§H<…Ë Æ

 Æv¶<«;ñ

:u! vëW|UÙW! UM¶ãWë X<…b! :u! v! Â«Ë…œñW! :Èñ«œdë :vÑ ñW< ‰ v:OÅœ u" «ËWÇ WJ§ïËË;ñ

 Æv¶<«;ñ :v| :ÈË v|UÙW! :u! XO! p|e:Oï d¶Ä uë :ÈñW!ËË;ñ

Q x f x, ( )( )

f x x( ) =

f x
x

( ) = 5y = 0x =1x = 5

CG

Ü

ê

Ü

ê

CG

CG

Ü
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«ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ :u! ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW! UïdëñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! ÊU|WA:Oëô vëW|WM:|Ë ñWÙ ‰

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ » È«œñËuM<Æ         Ë          Ë          Êö:OÙW¶<«;ñ Ë

13

f x x( ) = siny = 0x = 0x = π

:u! vëW|UÙW! UM¶ãWJ¶<…b! :u! :v§î«Ë…œñW! :Èñ«œdë ñW< ‰ v:OÅœ u" «ËWÇ WJ§ïËË;ñ

 Æ:v¶<«;ñ :v| :ÈË :v|UÙW! :u! XO! p|eOï d¶Ä Ë d¶Ä :ÈñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ

CG

UïdëñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! ÊU|WA:Oëô

UçOï :ÈñW!ËË;ñ :u! ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW!

 :ÈË :v|…dO" :vëWï“U!2a«œ ÈWëœ ı u" ÆXO!

 Æp|e:Oï Ë p|e:Oï :vëW|UÙW! WOÙW~!

14

Ü

ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

 ÆWMO!ñUJ!         Ë         ÊüU8 ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰               U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ 15f x
x

( ) = 51 5,( )5 1,( )

ñ…œWMO! ÊüU8 ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :vïUçë U|ó:|ñœ :u! ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW!

 Æ:vJ:Oz :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…ËñWÙ ¨v|WïUçë s:O8…;ñ ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ UO|ñËœ UïdëñUî˛WÙ »

UïdëñUî˛WÙ » ¨ñ…œWMO! :v|…ËUîWÇ :vïUçë U|ó:|ñœ :u! Ëuï :v| ÈdJJ|e:Oï :vëW|UÙW!

 Æ:ÈËËœ :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…ËñWÙ Êö:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ ñUÇñWÙ s:O|ó:|ñœ :vîW3ñW<

s:O|UÙW! UM¶ãWë X<…b! :u! v§î«Ë…œñW! :Èñ«œdë :vÑ ñW< ‰ v:OÅœ u" «ËWÇ WJ§ïËË;ñ

 Æ:v¶<«;ñ U| ÈË U|ó:|ñœ :u! XO! p|e:Oï :v| d¶Ä Ë d¶Ä :v|…ËUîWÇ :vïUçë U|ó:|ñœ :u! ÈdJJ|e:Oï

Ü

ê

CG
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:Èœ WM:|Ë Èœ :vëW8…;ñ ‰ Æ          vK!˛ sA:OJ! ÊôUÑ :v|WA8Wï :vÑ :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë sO:OÅœ ÂWz

  U|WA8Wï :v"WHO< Ë XO! ÊËË;ñ WëËdO! ˜Wz «œ Æ          ‰ ÆXO! ÊËË;ñ :v|WïfñU|œ           :v<ËUÙ ‰

 ::ÈË«;ñ:uÖ :u! ÊU|UÙW! s:O˘Wî:uë ËËœ sO:OÅœ ÂWz ¨XO!xvJ|e:Oï s:O|UÙW! Ê«Ë :vJ:Oz üWî:uë ¨sMO!ñUJ!

®1® vJ|e:Oï s:O|UÙW! Ê«Ë :ÈËËœ üWî:uë Ë :vÄWÇ :v8…;ñ ˛ s!œ ©1  Æ:v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ s!œ ©

 …bïWÇ ñWÙ uë ¨WJ! :vOMO§:O"xd¶Ä Ë d¶Ä :ÈË s:O|UÙW! XO!b:OÇ :vì ¨X|d~!ñ…Ë         :v|UÙW! X:OÅWï

® vJ|e:Oï1 vJ|e:Oï d¶Ä Ë d¶Ä        s:O|UÙW! uë †Wëœ U<…Ë WÑWz Ë s§! :È©3:ÈË ˛ :vM|;d!ñ…œ Ë Æs§!

UMOfiOçï » ÊWëœ

Æ:vºïUîñUz U|W<UM:OÄ W¶MOÙWÖœ Wî ÈñW< ‰ UïdëWÑ:ËdÅ ˜Wz

 ÈdëñU|œ U|…ñUî˛ vJ|e:Oï d¶Ä Ë d¶Ä          :v|UÙW! WëWÙc˛ XO!œ

 :Èœ ¨ÊU8…;ñ ËËœñWÙL :vî…œ         :vºïUîñUz W¶O!x vJ|e:Oïc

∫s|;d!œñ…œ v|…u:OÅ vÑ ñW< ‰ sOfiOçï » :vÑWz Ë ¨XO!œ

 :vî…œ        ZïUîñUz ∫WM|u‹!x ˛1 » WïUfiëW| XO!œ p|e:Oï3

 ÊUºïUîñUz :u! „W|…“«Ëñ…œ

?

U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ˜Wz uë Wï«œ U<…Ë

 Æs:OA:Oëœ

v|…ñUî˛ » Ë :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » ÊUºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ

Finding Limits Graphically and Numercially
2-2

ZïUîñUz

•sMOKîW8œ :vºïUîñUz :v|UÙW!

:vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë UïUMOzñUJ!

Æv|…ñUî˛ » ÊU|

•s!œ«œu3 s:O|…ñU! Ê«Ë Èd:Oã

Æs!Wï ZïUîñUz s:|ËWz

˜«ñ«“

Vocabulary

 ZïUîñUzLimit

x

f x( ) 2 313. 2 710. 2 970. 2 997. 3 003. 3 030. 3 310. 3 813.

0 75. 0 9. 0 99. 0 999. 1 1 001. 1 01. 1 1. 1 25.

f x( )

f x( )

x =1

lim
x

f x
→

=( )
1

3

lim
x c

f x L
→

=( )

f x( )

f x( )

 s:O|UÙW!x® vJ|e:Oï1 :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ s!œ :È© s:O|UÙW!x® vJ|e:Oï1:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ s!œ :È©

 vJ|e:Oï         s:O|UÙW!3:v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ s!œ f x( ) vJ|e:Oï         s:O|UÙW!3:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ s!œ f x( )

x = 1

x = 1

x = 1 x = 1

:f (x) = x3 - 1
x - 1
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üU8

:v|d:|bÑUÇ

 W‡‡‡‡‡ïËu/v|…ñUî˛ » :vºïUîñUz UïdëñU|œ 1

 :vî…œ …d:Oî˛WN!                           U|WA8Wï :v|UÙW!x:u! p|e:Oï s:O|UÙW! „…bMÙ

:vëW|UÙW! UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! sO¶ãWë W" X<…b! s:|ËWz Ë ÆX|d~!ñ…Ë

Æ                        :u! p|e:Oï

.1

» v|…ñUî˛ » ∫:v|WA8Wï :vºïUîñUz UïdëñU|œ :u! †Wëœ «b|WÄ ÊU|WïËuLï „…bMÙ d¶A:OÄ «ËWz

Æ:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïdëWM:|Ë » :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » Ë ¨ÊU|UÙW! :v|W¶A8 UïdJ¶<Ëñœ

UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! ÊU|UÙW! :v|W¶A8

 XO!b:OÇ uë †WëœñU|œ ÊUîUºïWz :v|W¶A82:vºïUîñUz :u! p|e:Oï :vëW|UÙW! „…Ë ÊUï«œ W¶:ON!

 U|WA8Wïf :vî…œ ¨x® ˜…ñW!0 Æ†Wëb8U< :vîUºïWzñ…œ :vÑ :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë ÆXOÇœ ©

® WïËuLï ‰ U:|WA8Wï uë :Èb! :u8 :ÈñW!1uë XO!œñU|œ WA8Wï :vì ¨         ‰ WO|dëW<UM:OÄ U|Wï ©

 :vî…œ XOÇœ :vëWºïUîñUz ˜…ñW! ËWzx® ˜…ñW!0Æ†…œœËË;ñ …ñUë ˜Wz Ê«ñU3 ÈW!ñ:Ë“ ÆXOÇœ ©

         ‰ XO§|dëW<UM:OÄ U|Wï ÊU| XO§|dëW<UM:OÄ W|WA8Wï WëWÙ uë sO!ñ«bÙWÖUz ÂWz X:OÑœ «ËWì

 :vî…œ        :vºïUîñUz UïËu!WÙ ñW< ‰ †WëUï :vïdJ:O"ñUë WÑWz Ëx ˜…ñW!c ÆXOÇœ

¨…d:Oî˛WN!                          U|WA8Wï s:O|UÙW!

 :vî…œxÆX|d~!ñ…Ë          :u! p|e:Oï sO|UÙW! „…bMÙ

UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! sO¶ãWë W" X<…b! s:|ËWz Ë

 Æ                     Æ:vºïUîñUz :u! p|e:Oï :vëW|UÙW!

lim
x→2

?? ? ? ?

x

f x( )

1 75. 1 9. 1 99. 1 999. 2 2 001. 2 01. 2 1. 2 25.

? ? ? ?

f x x
x

( )
+ −

=
1 1

x = 0

x

f x( ) 1 99499. 1 99950. 1 99995. 2 00005. 2 00050. 2 00499.

−0 01. −0 001. −0 0001. 0 001.0 0 0001. 0 01.

?

x = 0

x c=

f x( )

f x x
x

( )
+ −

=
4 2

lim
x

x
x→ + −0 4 2

x = 0

 ∫ñUJOÅ

 s¶|œWÑ

 s:O|UÙW!x® vJ|e:Oï0 :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ s!œ :È© s:O|UÙW!x®  vJ|e:Oï0 :vÄWÇ :v8…;ñ ˛ :È©

 vJ|e:Oï        s:O|UÙW!2:v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ s!œ vJ|e:Oï         :v|UÙW!2:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ f x( )f x( )

lim
x

x
x→ + −0 1 1

 :vî…œ †WëœñU|œ        s:O|UÙW! :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8x

 ÆX|dÖœñ…Ë         :u! p|e:Oï s:O|UÙW! „…bMÙ

‰ WO|dëWï W<UM:OÄ

x = 0

f x( )

(x - 1)
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 :v|WA8Wï :vÑ UºïUîñUz ÆWJ!ñU|œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ñ«œWKÄ Ufi:|;ñ UëW|WA8Wï UºïUîñUz 2

 ∫ñUJOÅ

 :vî…œx® ˛ «œu3 s:O|UÙW!2ÆX|dÖœñ…Ë ©

 W¶O!œ ZïUîñUz uë ÈWJ§îUºïWzñ…œ v:OÅœ u" «ËWì1¨

 vfiOçM! v:OÅœ u" Ë ÆñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…ËñWÙ

 Æ:v|WA8Wï :u! ÊU|UÙW! :v|W¶A8 UïUMO£J:OÄ

 :vî…œx ˜…ñW!2 ÆXOÇœ

‰ :Èœ u" Æ:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » Ë v|…ñUî˛ » ÊUºïUîñUz UïdëñU|œ » v|Ëu!«;ñ Wëuï U"WÙ u"

:u! :u8 Uïbï«u8 ‰ ÆÊUºïUîñUz UïdëñU|œ :u! ˛ v! :Èd!W3 s:OJOMëW" Èd:Oã X:OÙœ U|Wï«Ë

:Èñ«u8 ‰ s:OJ:|;ñ :v<ñWÙ ÊUÑ UïUMOzñUJ! …b§ìËWÙ :̈v|ñUJîUîW" Ë :v|ñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ

 ∫ÊUºïUîñUz s:|ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ :u! WJ!WÅWÖ

• ∫v|…ñUî˛ s:OJ:|;ñ

• ∫:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë s:OJ|;ñ

• ∫Èd!W3 s:OJ|;ñ

ñW< ‰ Ë :vºïUîñUz UïËu!WÙ ñW< ‰ †WëUï :vïdJ:O"ñUë               Ë          ‰        UïdëW<UM:OÄ

∫È…u:OÅ vÑ » W|U§|dëW<UM:OÄ W|WA8Wï WëWÙ U<…ËñWÙ Æ:ÈË :v|UÙW!

 s|;ñ:uÙuÖ W"UÙœWï :v|WA8Wï UºïUîñUz

lim
x

xf
→

( ) =
2

1

f 2 0( ) =

f x( ) =1

f x( )x = 2

 Æ:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïdëWM:|Ë

 Æ:v|ñUJîUîW" Ë :v|ñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ ÊU| :Èd!W3 UïUMOzñUJ!

üU8

:v|d:|bÑUÇ

.2

 :vî…œ WJ!ñU|œ :v|WA8Wï UºïUîñUzx ˜…ñW!0 ÆXOÇœ

ÆWMOï Â…œñWÙ :v|WA8Wï UºïUîñUz uë vMO! ÊU|…ñU! „…bMÙ :Èœ :Èñ«u8 ‰ s:O|WïËuLï :v<ñWÙ ‰

 s!Wï Ê«Ë s:OºïUîñUz s:|ËWz

f(x)= 1
0{ x = 2

x = 2

f(x)=
1
2{ x = 2

x = 2

f(x)=
x–1
0
–x–1

x<0
x=0
x>0

{
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 WMOï           UºïUîñUz uë WJ!ñU|œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/XO! «œu3 :v| :vÄWÇ Ë :v¶<«;ñ :v8…;ñ ‰ :vA8Wï :v"WHO< :vî…œ 3
lim
x

x
x→0

:ÈñW! ¨WJ!WM:|Ë                U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

∫:v|WM:|Ë …b! :u8

s:O|UÙW!           :vî…œ              Ë          :vî…œ

 s:O|UÙW! ËuîWÙ :u! s!W3Ëuî œx :v¶<«;ñ :v8…;ñ ‰0

 s:O|UÙW! ËuîWÙ :u! s§ìU<œ        s:O|UÙW! Ëx:v8…;ñ ‰

 :vÄWÇ0:vî…œ Wï«œu3œ ÊU8…;ñ ËËœñWÙ ‰        s:O|UÙW! Ë

x® ˜…ñW!0ZïUîñUz :vA8Wï uë XO!œñU|œ :vÑ˛ Ë Æ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ ÊU| :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XOÇœ :È©

 :vî…œ WMOïx ˜…ñW!0 ÆXOÇœ

f x
x
x

( ) =

Wï ÊU| W|WÙ            :ÈñWz WJ!ñU|œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ñËuMfi:O! :v"WHO< 4
lim
x x→0

1
2

U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

 :vî…œ XO!œ…b:|“ ñËuMfi:O!        v|UÙW! ÆXOM:|uïœx

 ˜…ñW!0UïUî«;ñ Ë :̈vÄWÇ ÊU| :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XOÇœ

Ê“Wî „WìWÖ        :v|UÙW! u" W|«bïUOÅœ U| uë …ËWz :vÑ

 :u! vëW|UÙW! UM"ñ«ó§ìWÙ » ÈWJ!x vJ|e:Oï Ë0Æ

 ˛ ÈWJ! d¶ï“Wî        :v|UÙW! v:OÅœ u" ∫WïËuLï :u!100  :u! vëW|UÙW! u" uëWÙ xÈd:|ó§ìWÙ

® :u!      ˛ XO!d¶L:Oë0WëWÙ uJïUz Æ©v:OÅœ u" U<…ËñWÙ ¨                           :Èœ

 :u! vëW|UÙW! ñWëWÙ                  ˛ ÈWJ! d¶ï“Wî          v|UÙW!x ˛ XO!d¶L:Oë Èd:|ó§ìWÙ

 :u!0vJïuÇ Æ                                    uë †WëœñU|œ                      U|bï…u|WÄ vJïuÇ ¨

 ñ«œñËuM< Uë…ñUî˛ vJ|e:OïL :vî…œ XO!Uïx ˜…ñW!0ÆWMOï ÈWA8Wï UºïUîñUz «ñËWì ¨XOÇœ

f x
x

( ) = 1
2

f x( )

f x( )

f x( )

f x( )

0 1
10

< <x
1

1000 1000 000

f x
x

( ) = >1
2

100

0 1
1000

< <xf x
x

( ) = >1
2

1000 000f x( )

1
10

x
x

=1
x
x

= −1 x > 0x < 0

f x( )

f x( )

f x( )

üU8

 :v|d:|bÑUÇ

ÆWMOï                                   :vî…œ                 uë WJ!ñU|œ .3f
x x
x x

x( )
⎧
⎨
⎩⎪

=
− <
+ >

1 0
1 0
����
����

lim
x

f x
→

( )
0

üU8

:v|d:|bÑUÇ

Wï ÊU| W|WÙ ÊËu!WÙ                   :ÈñWz WJ!ñU|œ .4lim
x x→ −( )1 2

1
1

 ñUJOÅ
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 UºïUîñUz UïËu!WÙ ‰ …;ñW~!

 W‡‡‡‡‡ïËu/…ñWì…ñWì :v"WHO< 5

 U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW§î«ñW! :v|…u:OÅ

 :v|UÙW! uë vMO!œ u" Æ†WëœñU|œ

 «ñW§ÑUï ‰ XO!œ …ñWì…ñWì1 Ë1- bïWÇ ñWÙx˜…ñW!

0Æ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ ÊU| :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XOâ!

:u!      Ë     ÊU|UÙW! ËËœ v:OÅœ u" Â…œñWÙ ÊUîu~:O!

 :ÈË«;ñ:uÖx® vJ|e:Oï uë Èd:|ó§ìWÙ0Ë s! :È©

uë ÈWJ§8U<Ë

Æs!œñU|œ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ‰ „…Ë

 :vî…œ WïWÙ v|U<Uz Wï s:O"WHO< Ê«ËWz WïWÙ Èœ s:O|WA8Wï „WìWÖx„…Ë ÈdëñU|œ :vëW|UÙW! ˜…ñW!

c WOKëd|œ U|WA8Wï ÊU|WA8Wï ÊUÑ ˛ ÆXOÇœDirichlet functionvÑ » WO|dëW<UM:OÄ U| ËWz Ë

 ∫È…u:OÅ

 ®Q©WO|…ó:|;ñ s:O|…ñUî˛ üWî:uë

 :vî…œ WMOï ZïUîñUz ÈWA8Wï vÑx v¶<«;ñ UëW|…ñUî˛ ñWÙ ˜…ñW!x‰ Wî«Ë…œñW! U|Wï ËWz Ë ¨XOÇœ

ÆsOM|u8 X:OÙœ U|Wï«Ë ‰ ÊU|WA8Wï UOOî«Ë…œñW! :Èœ Æv¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ

f x( )

üU8

:v|d:|bÑUÇ

 UºïUîñUz UïËu!WÙ WJ!ñU|œ .5limcos
x x→0

1

limsin
x x→0

1

f x
x

( ) = sin 1

x1x2

f x
x1

1

1 1( ) = =sinf x
x2

2

1 1( ) = = −sin

 

f
x
x

x( )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

∈
∉

0
1

����
�����

 WMOï ZïUîñUz

2
π

2
3π

2
5π

2
7π

2
9π

2
11π

x → 0x

1 −1 1 −1 1 −1f x( )

 ∫ñUJOÅ

.2vî…œx ˜…ñW!cs!œ r:Oë ÊU| s!œ…b:|“ ñËuMfi:O! :vëW|…u:OÅ »        s:O|UÙW! ¨XOÇœ. f x( )

.3 :vî…œx ˜…ñW!cÆÊWëœ …ñWì…ñWì «œu3 Ë ;ñ:uÖWï s:O|…ñUî˛ ËËœ «ñW§ÑUï ‰         s:O|UÙW! ¨XOÇœf x( )

.1 :vî…œx vJ|e:OïcU| ËWz Ë s!œ p|e:Oï :vë…ñUî˛ :u!        s:O|UÙW! :̈v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XO!œ

 :vî…œ XO!œ p|e:Oï :ÈË :u!         «ñUî˛ :ÈË ˛ W|«œu3x ˜…ñW!cÆ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ XOÇœ

f x( )

f x( )

 WOKJ|d|œ dO:O!1859-1805

Ëu! ”Wë sOîWJ:Oz WOKJ|d|œ

:v|WA8Wï :u! Ëuï UëW|W<UM:OÄ

:ÈË » s¶<W§¶AÄ ÈdëñU|œ

WO"UÙ ÈË :vÑUï » U|WA8Wï

 ÆÊdJ<Uï

:vºïUîñUz UïËu!Wï :vî…œ :v"WHO< s:|ñ:u3

Q

Q
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2-2
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ6WëWÙ® :vºïUîñUz UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! :v|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ¨

Æ…ó:O! :ÈË :v|:uÙ ¨XO!Wï ZïUîñUz WëWÙ Æ©XO!WÙ

1lim
x

x
→

+( )1

2 2

3lim
x

x
x→

−
−5

5
5

 :vî…œf x
x x

x
( )

− ≠

=

⎧
⎨
⎩

=
4 2

0 2

���

���������
2lim

x
f x

→
( )

2

4lim
x x→ −3

1
3

5lim
x→0

6lim tan
x

x
→π

2
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cos 1
x



:vëW|UÙW! ¨XO!WÙ ZïUîñUz WëWÙ ÆWMO!ñUJ! :vï«œ í<ñW! :u! ñW§î«ñW! :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

 ÆWJ§ïËË;ñ :ÈË :v|:uÙ ¨XO!Wï WëWÙ Ë ¨WJ!ñU|œ :ÈË :u! ÈdJJ|e:Oï

7

 U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|ËfUïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ!

 s:O|UÙW!cÆXO!WÙ               :vî…œ

8

f −( )2

f 0( )

f 2( )

f 4( )

lim
x

f x
→−

( )
2

lim
x

f x
→

( )
0

lim
x

f x
→

( )
2

lim
x

f x
→

( )
4

lim
x c

f x
→

( )

 U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|ËUïdëñU|œ :u! :ÈËWz Ë WJ! WJ!WM:|Ë

 s:O|UÙW!cÆXO!WÙ              UºïUîñUz :vî…œ WMO!ñUJ!

9

lim
x c

f x
→

( )

f x

x x

x x( )
≤

− < <=

2 2

8 2 2 4

4

����������

����

�������������x ≥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪ 4

CGÜ

ê

`g

R

O

h

ì

:vëW|WM:|Ë Æ                       :vî…œ               :u! ÈdJJ|eOï vëW|UÙW! UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! :Èd:Oîó!

:vî…œ :v|WA8Wï :vÑ s:O|UÙW! UïdëñUî˛WÙ » ¨WA:OJ! :v|WA8Wï :vÑ :u! ÈdJJ|e:Oï :v| :vïdJï:Ë;ñ

x® :u! p|e:Oï s:O|UÙW!(0Æ†d~!ñ…Ë :È

10

 U|WA8Wï  WëWÙfÆXO!Uï                 ¨          ‰ XO! ÈdëW<UM:OÄ U|Wï 11

 :Èœ                WëWÙ Æ 12

lim ( )
x

f x
→0f x x x( ) ( )= +1

1

 øW¶<Ëñœ U|Wï ÊU| W¶<Ëñœ UïUM:OÙ«;ñ ˛11 U"WÙ14¨…ó:O! :ÈË :v|:uÙ XO! X<Ëñœ U| …˛«ËW¶<…œ WëWÙ

ÆWMOLìWfi! :vëW|WïËuLï …˛œ » :ÈËWz XO! X<Ëñœ U|Wï ñWëWÙ Ë

x c=lim
x c

f x
→

( )

f Lc( ) =lim
x c

f Lx
→

( ) =

 Æ               :Èœ                       WëWÙ 13f Lc( ) = lim
x c

f Lx
→

( ) =

ÆWMO!ñUJ!                 U|WA8Wï 14f xx( ) =

 øuë W¶<Ëñœ W| :ÈñWzÆWJ§ï:Ë;ñ :u8 Uç<ñW! ¨

ÆWJ§ï:Ë;ñ :u8 Uç<ñW! ¨                  øuë W¶<Ëñœ W| :ÈñWz

lim .
.x

x
→

=
0 25

0 5

lim
x

x
→

=
0

0

CG

Ü
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ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

 UïUî«;ñ ñW< ‰ :vëW<U! W"ñuë ÆWfiOçM! 15

 WëWÙ :vî…œ         UºïUîñUz È…ñU!ñ…œ ÈWJ! ÂUºïWzñ…œ vëW¶A" v:OÅœ u" :ÈñWzx

 vJ|e:Oï2ÆWJ§ï:Ë;ñ :u8 Uç<ñW! øXO!œ

16

3WJ!WM:|Ë :vïdJïËË;ñ :vëW|WM:|Ë ¨s!Wï ZïUîñUz Ê«ËWz uë …ó:O! ÊU|WA8Wï s:O"WHO< s:|ñ:u3

 Æ†WJ! :vëW"WHO< ñWÙ ˛ :vM|;d!ñ…œ

18

lim
x

f x
→

( ) =
8

25

f 2 4( ) =

 vïUfiëW|          WëWÙ4 :vî…œ ¨XO!x vJ|e:Oï2ÈWJ§îUºïWzñ…œ vëW¶A" v:OÅœ u" :ÈñWz ¨XO!œ

ÆWJ§ï:Ë;ñ :ÈËWzø        È…ñU!ñ…œ

17f x( )

f x( )

f 2( )

 ÈñU~MÙñW!

uë †WëœñU|œ ÊUfiëW| ôËËœ UëW|WÅ:u~:O< Ë :vëWA:OëôWM:|Ë

 :ÈË :v|…dO¶çOï WM|«œñË…œ œ :vëWï“U! » ËËœñWÙ1 :v|UÙW! Æx

øs! ÊUfiëW|œ :v|WÅ:u~:O< Ë :v|WA:Oëô s:|ñW!ËË;ñ uë …bïWÇ

19
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 ÊUºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ

Ë :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » :vëW|WA8Wï :vºïUîñUz :u! p|e:Oï :vëW|UÙW! «ËWÇ ¨ÈËu!d:Oã Èñu! U|Wï«Ë ‰ u"

:vëW|WA8Wï :vºïUîñUz «ËWÇ v!d:Oã :v|Wï«Ë :vÑ ‰ :Èœ Æ©XO!WÙ WëWÙ® ÈWëœñU|œ v|…ñUî˛ »

«Ë«dMOLìW< Èd:Oã :Èœ U<…ËñWÙ ÆñUO<Uï s:OºïUîñUz „…bMÙ Ë ÊU|Ufi:|;ñ Uë…ñUî˛ UïUMOzñUJ! ÈWJ!ñUî˛WÙ

ÆÊUºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ ‰ vMOzñUJ! «ËWÇ :Èœ Ë ¨©ÃñWî ËËœ «Ë«dMOLìW<® v! :vâ|Ë…bïW<

 ÊUºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ

Finding Limits
3-2

ZïUîñUz

•:v|WA8Wï UºïUîñUz

UïUMOzñUJ! ÊWëœñUî˛WÙ

 ÆÊU|Ufi:|;ñ
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→
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→
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→
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→
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→
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v|WM:|Ë ÈËWz Æ†WëœñU|œ         U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë
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«b:OëW˘U8 œ :v|WA8Wï UOî«Ë…œñW!

W|WA8Wï s|ó:O!œ Æ«œWï« :̨Ë;ñ UïU|˛ œ :ÈË UïUî«;ñ ‰WÖœ XOºïuÖœ :v|ñUëdO! ‰ :vOî«Ë…œñW! Uç|WÄ UïUî«;ñ

ÊU| ©:vëWMOìWë® :v|:uÙ » XO! ÈbïUâÄ :v|Wï :ÈË :v|…ËUîWÇ WëWÙ          üU8 ‰ Wî«Ë…œñW!
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ÆWî«Ë…œñW! W| Èœ s:O˘U8 ËuîWÙ ‰ WA8Wï

      ‰ :v|WA8Wï UOî«Ë…œñW! Wï s:O3ñWî

ÆXOMOÙWÖœ         ‰ :v|WA8Wï UOOî«Ë…œñW!Wï :Èñ«u8 ‰ :vëW3ñWî ñWÙ uë dëñU|œ ÈñW< ‰ s:O|…u:OÅ

.1Æ          ‰ XO!dëW<UM:OÄ U|WA8Wï WëWÙ

.2 :vî…œ XO!Wï ZïUîñUz :v|WA8Wï WëWÙx vJ|e:Oïc ÆXO!œ

.3 :vî…œ XO!WÙ ZïUîñUz :v|WA8Wï WëWÙx vJ|e:Oïc vïUfiëW| Wï WºïUîñUz ˜Wz :vìW! ¨XO!œ¨

 ÆXO!
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 Wî«Ë…œñW! W|WA8Wï‰ WO|dëW<UM:OÄ W|WA8Wï

 Â«Ë…œñW! s:O|WA8Wï
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4-2

 ZïUîñUz
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•:v|WA8Wï UOî«Ë…œñW! UïdëñU|œ

 Æ:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë »

•:v|UÙW! «Ë«dMOLìW< UM¶AÙW~:O"

 Æ:ÈË UïUMOzñUJ! Ë X<«;ñWÑUï

:È“WäUë ñW< ˛ :u8 :vfiOçM:OÄ :ÈñW< v:O! ÈWJ! WM:|Ë :vëW|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UOÅ W" WëWÙ
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.1.2.3 f x x( ) = +1f x
x

( ) −
= 1

2
f x

x x

x x
( )

− ≤

+ >

⎧
⎨
⎩

=
2 4 0

1 0

���

������

x c=

x c=

x c=x c=lim
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→
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 U|WA8Wïf∫ÊdJ8U< :Èñ«u8 ‰ s:O3ñWî :v<ñWÙ WëWÙ          üU8 ‰ XO! Â«Ë…œñW! U| :Èœ

„…bMÙ ‰ v:OÅœ u" Æ:v˘U8 :vÑ ‰ XO! Â«Ë…œñW! U|Wï WëWÙ          üU8 ‰ WO|bïUâ! W|WA8Wï s|ó:O! :Èœ
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s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ˛ X:OÙbJ:OÄ :v|WA8Wï :Èñ«u!
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 U|WA:OëËUÙ s:OÖ…;ñ

U|WA:OëËUÙ uë WO:OJOz :ÈËWz UïbïULìW< ¨X<«;ñWÑUï s:O|UÙW! «Ë«dMOLìW< s:OïUMO£Nº! s|d¶~ïdÖ ˛

 WëWÙ ÆÊ«ñUî˛ ËËœ «ñW§ÑUï W¶OÑWëœ W|WÙ „WÖ…;ñf         Ë          «ñW§ÑUï ‰ XO! Â«Ë…œñW! UëW|WA8Wï

XO!WÙ ¯…;ñ p:Oz v"UL:Oë »               U|WA:OëËUÙ :Èœ ¨s!WÙ «œu3 s:OïUAOï ËËœ         Ë         WëWÙ Ë

 «ñW§ÑUï ‰a Ëb ¨
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 „…Ë v¶<«;ñ UëW|…ñUî˛ ¨X<«;ñWÑUï s:O|UÙW! «Ë«;dMOLìW< » s¶<W§¶AÄ ¨c «ñW§ÑUï ‰ W|WÙa Ëbuë
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 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! s:O|WM:|Ë

‰ :v|W¶A8 Ë :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÑ v:OÅœ u" Æ†WëœñU|œ

r:Oë ñËuMfi:O!        s:O|UÙW! uë vMO§! «œ vMO!ñUJ! :Èñ«u8

 :vî…œ s!œx vJ|e:Oï d¶Ä Ë d¶Ä2:Èœ Ë Æ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ s!œ

 :vî…œ XO!œ        vJ|e:Oï         s|ó:O!x vJ|e:Oï2 XO!œ

∫sOfiOçï :Èœ Ë :̈vÄWÇ :v8…;ñ ˛

 :vî…œ s!œ…b:|“ ñËuMfi:O!        s:O|UÙW! U<…ËñWÙ ËxË d¶Ä

 vJ|e:Oï d¶Ä2s|ó:O! :Èœ Ë Æ:v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XO!œ

 :vî…œ XO!œ       vJ|e:Oïx vJ|e:Oï2Ë :̈v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XO!œ

 ∫sOfiOçï :Èœ

 U|WA8Wï s|ó:O! :Èœf :vî…œ ¨XO!œ vÙUîËb:O! :vºïUîñUz vJ|e:Oïx :v|UÙW! vJ|e:Oïc¨XO!œ

ÆXO! r:Oë ÊU| XO! …b:|“ ñËuMfi:O!        :v|UÙW! WëWÙ

 vÙUîËb:O! s:OºïUîñUz
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= 1
2

.2f x
x

( )
−( )

= 2
3 2

.3

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 :vOÙUîËb:O! :vºïUîñUz

Infinite Limit

vïËu¶< s:|ñUïWëñ…œ

Vertical Asymtote

f x( )

68 :vÅW!2 ZïUîñUz



 vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

:v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ ñ:Ë˛ ˜…ñW! ÈdëñU|œ d¶A:OÄ :ÈËWz                     U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ v:OA! u" WëWÙ

ÈdJìU‹ìU8 È;ñ:u< » vK:OÙW¶<«;ñ U|d:|˛ :vÄWÇ :v8…;ñ ˛ Ë ÈdJìU‹ìU8 Èñ:u< » vK:OÙW¶<«;ñ ÈËWz

:vÑ ˛ :vM|;d!ñ…œ Ë Æ:v¶ÙWÖUï Ë XO!œ vK:OÙW¶<«;ñ vÑ vJ|e:Oï d¶Ä Ë d¶Ä …ËUîWÇ vMO! :Èœ ¨ÈWJ! ó:|ñœ

:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :u! :vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ WK:OÙW¶<«;ñ ˜Wz ∫U|…˛«ËW¶<…œ » ÆÈWëœ :vM":uÖ

Æ©vM|u8 Ê«ñUMëñ…œ :v| Èœ :vë…ñ:u3 …bM|Uz ‰ :Èœ® :v|WA8Wï :u! ÊU|

lim
x x→ − −

= −∞
1

1
1

lim
x x→ + −

= +∞
1

1
1

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » vÙUîËb:O! s:OºïUîñUz UïdëñU|œ 1
 :vî…œ :v|WA8Wï :vºïUîñUz UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! :Èñ«u8 ‰ s:|ËWz :vïdJïËË;ñ s:O|WM:|ËxvJ|e:Oï

1 Æ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ Ë :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XO!œ

 ∫ñUJOÅ

ÊU8…;ñ ËËœñWÙ ˛          W¶O!œ ZïUîñUz

ÊU8…;ñ ËËœñWÙ ˛          W¶O!œ ZïUîñUz

lim
x x→ −( )

= +∞
1 2

1
1

lim
x x→ −

−
−

= +∞
1

1
1

lim
x x→ +

−
−

= −∞
1

1
1

lim
x x→

−
−( )

= −∞
1 2

1
1

+∞

−∞

üU8

 :v|d:|bÑUÇ

 :vî…œ WJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :vºïUîñUzx vJ|e:Oï1-Ë :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ XO!œ

 ∫:vÄWÇ :v8…;ñ ˛

.1

f x
x

( )
+( )

= 1
1 2

f x( ) =

f x
x

( ) −
= 1

1

.1

.2

.3

.4

CG
Ü

69 5-2vÙUîËb:O! s:OºïUîñUz

1
x + 1/ /



 vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ U<UM:OÄ

 :vî…œ Ëu!        vJ|e:Oï ÊU| Ëu!        vJ|e:Oï         WëWÙx vJ|e:OïcvïËu¶< vK:OÙW¶<«;ñ :Èœ ¨XO!œ

:v|WA8Wï ÊU| :v|WA8Wï v|…ËUîWÇ :u! vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ W¶O!

 WïËuLï WO|ñWÖWÑ u" WëWÙ1vK:OÙW¶<«;ñ Ë ¨WM|…ó:|;ñ s:O|WA8Wï WA8Wï ñUÇñWÙ uë vMO! :Èœ

 …ñUî˛ uë :Èb! :u8 :ÈñW! ÆÊ«Ë ˛ p:OzñWÙ :u! vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ1W"Wëœ Wï«Ë ˛ :vJ:OzñWÙ :v|…d:|˛

0 W¶O!Uï Ê«Ë ˛ p:OzñWÙ :v|ñW< Ë :̈vïUï«bNºì »0 Æ

∫:ÈË«;dMOLìW< :vÑ :vÄ ÈWJ! d~¶AÖ :vOMO§:O" :vÑ v:OÅœ u"

f x( )

x =1

−∞ +∞x c=

 W‡‡‡‡‡ïËu/ vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ UïdëñU|œ 2
ÆWJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :u! vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

  U|WA8Wï :v|…d:|˛ W¶O!œ0 ‰¨

 Æ:vìU8 :ÈË ‰ dH< W¶O!Uï ÈWA8Wï :v|…ñW< :vì
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=
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 uë XO!œñU|œ :Èd:OÑ ‰1 Ë1-» dH< WïWëœ È…d:|˛

‰ Ë ¨dH< WïWëUï ÈñW< …ñUî˛ ËËœñWÙ ˜Wz Ë :vïUï«bNºì

      q:OÙW¶<«;ñ ËËœñWÙ ¨vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ «Ë«dMOLìW< ˜ËËœ
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x x
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  WëWÙf Ëg ñWëWÙ Ë ¨s! Â«Ë…œñW! s:O|WA8Wï ËËœ Ë  :vìW!‰
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∫v¶ãWJ:Oì UïdëñU|œ U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë‰ Ë ÆWA:OJ!
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Derivative and the

Tangent Problem

 s"uOï ‚UæfiOz1727-1642
UïdëñUî˛WÙ Uïd!WçA:OÄ ‰ ÈË UïdëñUë ÈñU!…b:|“
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(x1)(x1),Q (x2, f (x2))

P (x1,f(x1))

(x2, f (x2))

� x = x2 -x1 Ë � y = f (x2)-f(x1)        msec= 
f(x2)- f(x1) = 

� y
x2 - x1 � x

 uë



      U|…ó:|;ñ Wïó:O!œÊUOÙ«œu3 ËËœñWÙ U|…ó:|;ñs:O|UÙW! ‰ s|;ñ:uÙuÖ W¶O!œ       Ë    s:O|UÙW! ‰ s|;ñ:uÙuÖ W¶O!œ

 :v|UÙW! UM|;ñ:uÙuÖ :vîU$Wz ˛ XO!œ «b|WÄ :ÈËWz Æ UM¶ãWJ¶<…œ » :u! vMO!ñUJ! :Èó:|;ñ :vÑ v:OÅœ u":vëW|UÙW!

ôU8 :u! XO! p|e:Oï   ôU8 …bïWÇ ñWÙ XO!œ…b:|“ :v|UÙW! vÑ U|ñËuÙ Ë Æv¶ãWJ:Oì :Èñô :u! ÈdJJ|e:OïÆ

∆x∆y x

x y

P Q

 WëWÙf XO!WÙ :Èñ«u8 ‰ :vºïUîñUz Ë XO! „W|WA8Wï

 Ë      ÈË :Èñô vK:OÙW¶<«;ñ ËWz W¶O!                  ôU8 ‰ :v|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :v¶ãWJ:Oì :Èœ

:v|WA8Wï :Èñô                 ôU8 ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :v¶ãWJ:Oì :Èñô Wïó:O!œ ÆX|ñu§!«;ñ     ôU8 œ

 Æ          ‰

lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆
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 W‡‡‡‡‡ïËu/ vK:OÙ U|WA8Wï :Èñô 1

U<UM:OÄ v:OÅœ u" ¨         ‰ :v|WA8Wï :Èñô UïdëñUî˛WÙ :u! ˛

 ÆvMO!ñUJ! Èñô vÑ
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f x x( )= −2 3m = 2

ñWÙ ‰ vK:OÙ U|WA8Wï :Èñô «ËWì ¨„WK:OÙW¶<«;ñ W¶O!œ vK:OÙ U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vJïuÇ

WA8Wï WëWÙ XO!«œu3 v:|œ W¶A" ˜Wz :vìW! ÆW|WÙ UÙW! ÊUîWÙ v|…ËUîWÇ s:OìU8 ˛ :vëWìU8

 ÆXO! vK:OÙ U|Wï

 ÆWJ!ñUî˛WÙ        ‰                  vK:OÙ U|WA8Wï :Èñô ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.1f x x( ) 3 5== −− −−x == −−3

 v|U3ËËœ U|WA8Wï :ÈñôWJ!ñUî˛WÙ       ‰

ÆWJ!ñUî˛WÙ        ‰ Ë       ‰ vÅUÄ

 W‡‡‡‡‡ïËu/vK:OÙWï W|WA8Wï :Èñô 2

   U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW< ‰ XO! „WìU8               WëWÙ

∫W¶O! :Èœ :vìU8 :vÑ ‰ v¶ãWJ:Oì :Èñô ¨
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∆
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∆
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∆

+∆ +⎡
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⎤
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x x

f c x f c
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c x
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2 1⎥⎥− +⎡
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⎤
⎦⎥

∆

c

x

2 1

f

x = 2

∆
∆

y
x

x c=
m c= 2

 ‰ :v|WA8Wï :Èñô U|W<UM:OÄx c==

f x x( ) 2 3== −−x == 2

x = 2

‰ :ÈñôXãWJ:Oì
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UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW< ‰                ôU8 uë             W¶O!œ         ‰    U|WA8Wï :Èñô È…u:OÅ vÑ »

‰ Ë                     W¶O!œ         ‰ Èñô uë s|Wëœ ÂU$Wzñ…œ :vÑ ˛ Ë ¨XO! bïWÇ ñWÙ :v|WA8Wï

W¶O!œ

:v|WM:|Ë UëWìU8 ‰ WëWÙ X|dÖUï WÑ:u‹! :vëW|WA8Wï :Èñô d¶A:OÄ U<UM:OÄ

:vÑ v:OÅœ u" ÈñU! vÑ ‰ ÆXO! :vïËu¶< :v¶ãWJ:Oì :v|WA8Wï UïdJïËË;ñ

 ∫ Ë         ‰ XO! Â«Ë…œñW! U|WA8Wï WëWÙ ¨vMO!ñUJ! :v<UM:OÄ

 ÊU|

          vïËu¶< vK:OÙW¶<«;ñ :ÈœvïËu¶< :v¶ãWJ:Oì W¶O!‰ :v|WA8Wï :u!

‰ ÆWO|dëWï W<UM:OÄ :vìU8 :ÈË ‰ :v|WA8Wï :Èñô Ë ¨                ôU8

‰ W|WÙ vïËu¶< :v¶ãWJ:Oì :v|WA8Wï XO!œñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

 WJ!ñUî˛WÙ           U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

     ÈU3ËËœ U|WA8Wï :Èñô ÆWJ!ñUî˛WÙ        ‰ Ë       ‰ f x x( ) 2 32== −− −−x == −−1 x ==1

f x x( 3)==

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

ôU8

:v|d:|bÑUÇ
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∆
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x

f c x

x

f c
0

= −∞
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+ ∆ −

∆
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x

f c x

x

f c
0

x c= fm c= 2c f c,� ( )( )
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x = 0m = =2 0 0( )
m = − = −2 1 2( )

x = −1

x c=

x c=

x = 3

 :ÈËWz    U|WA8Wï Wïó:O!œ:ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ‰ XO! ÈdëW<UM:OÄ :v| :ÈË :Èñô WëWÙ         ‰ W|WÙ

 Æ:vìU8 :vÑ

 ∫s|WJ! W<UM:OÄ :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ 5:OÅœ ÂWz Wëuï

ñWÙ v:OÅœ u" ¨«œ :ÈË :Èñ«u!œ s:OìU8 ËuîWÙ ‰ XO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ XO! „W|WA8Wï    WëWÙ

W¶:Ozœ     :v|…u:OÅ » WA8Wï ˜Wz ÆÈ…b:|dÖ         ‰ :ÈË :Èñô ‰WÖœ «œ :vA8Wï :Èñ«u! œ   vëW|UÙW!

 Æ   U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ :vïó:O!œ Ë 5fiOçï

:ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW! UM|;d!ñ…œ :u! sMOzœñUJ! ÊU|UL:OÙ „WìWÖ ÊWëœñUë «œ :v|ñUëdO! :Èñ«u! œ s:|ËWz

 Ë                                          ∫„…Ë
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f

c′f

′f
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∆ →
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∆f x

x

f x x f x
x( ) lim ( ) ( )

0
D y f x f xx

d
dx

dy
dx

df
dx( )�� ( ) ( )�� �� ��( ) ′,     ,    ,                ,

 WJ!ñUî˛WÙ           U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ∫:v<UM:OÄ UïUMOzñUJ! :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ UïdëñUî˛WÙ 3

= = =
∆ → ∆ →

− ∆
∆ + ∆
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+ ∆

−lim lim
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x
x x x x x x x0 0

2 2 2

xx
2
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∆ → ∆ →
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∆

+∆
−

f x
x x

f x x f x
x

x x( ) lim lim( )� ( ) �

0 0

2 22 2 2

0

x
x

x x x
x x x

xx∆

− +∆
+∆
∆=

∆ →
lim

( )
( )

f x x( ) 2==

UëWìU8 œ Ë                  ôU8 œ :Èñ…;d! ÈË :Èñô :vºïUîñUz W¶O!œ         ‰ :v|WA8Wï :Èñô uë X|œ Wî

                              5fiOçM! ÂWz Wî W"…œœ :vJ:|;ñ WÑWz ¨XO!œ    vJ|e:Oï     :vî…œ X|ñu!œ                     „…Ë «d:|Ë vJ|e:Oï

ÆXO!WÙ W$UîñUz ˜Wz vëW3ñWî »

 :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ Ë vî«Ë…œñW!

x c=P c f c, ( )( )
Q x f x, ( )( )QP

 :ÈË«dÅU"«œ U<UM:OÄ

f c
x c

f x f c
x c′( ) lim ( ) ( )=

→
−
−

 v"ËWJ:Oì

vïËu¶<
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ôU8 ‰ XO! Â«Ë…œñW! U|Wï     U|WA8Wï WëWÙ

ÆXO!Uï :vìU8 :ÈË ‰ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ :ÈËWz

U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

‰WÖœ    v¶<«;ñ UëW|…ñUî˛ ñWÙ uë †WëœñU|œ

U| ÆÊ«b:|dÖ W¶:OÙœ ÈË ˛ d"b:|“ Wï …Ë«ËW" UëW|…ñUî˛

:ÈËWz Ë Æ         ‰ Wî«Ë…œñW! U|Wï WA8Wï ËWz uë …ñU|œ

∫vJïuÇ :vìU8 :ÈË ‰ WMOï :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ

Ë

WMOï ÊËu!WÙ                               Uº:OÑ

‰ :vA8Wï UOî«Ë…œñW! :ÈñWz …ËWz :ÈË UïUî«;ñ øW¶<Ëñœ U| ÈñW< ‰ «Ë«dMO*W< U|˛UÑËñW! :ÈñWz

øXOMOÄW<œ :vìU8 :ÈËWz ‰ :vA8Wï :ÈË :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ :ÈË UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW< ‰ UëWìU8

U|WA8Wï ‰ XO!œñU|œ „…Ë Æd:O8Wï W¶O!œ :ÈË Uç<ñW!

Æ                 ∫v"ËË;ñ

 WMOï                        uë XOMO*W<œ WÑWz

Æ          ‰ WMOï Èñô :v|WA8Wï Ë

UïUOÅ                 U|WA8Wï

ôU8 ‰ WMOï :ÈË«dÅU"«œ

Wî«Ë…œñW! U|Wï :vìU8 :ÈË ‰ vJïuÇ

c f c,� ( )( ) f

f x x( )=[ ]
x

x = 0

lim lim( ) ( )
x x

f x f
x x→ →+

−
−

−
−= =

0 0

0
0

0 0
0 0

lim ( ) ( )
x

f x f
x→

−
−0

0
0

lim lim( ) ( )

x x

f x f
x x→ − →

−
−

− −
−

= = +∞
0 0

0
0

1 0
0f x x( ) = [ ]

0 0, ( )f( )

lim lim lim( ) ( )
x x x

f x f
x

x
x

x
x→ + → + → +

−
−

−
−= =

0 0 0

0
0

0
0 −− =0 1

lim ( ) ( )
x

f x f
x→

−
−0

0
0

f x x( )=

lim lim lim( ) ( )
x x x

f x f
x

x
x

x
→ − → − → −

−
−

−
−

−= =
0 0 0

0
0

0
0 xx− = −0 1

 «Ë«dM:O*W<3-1 XOMOÄW<œ :vOî«Ë…œñW! :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ

 U|WA8Wï WëWÙfÆ:vìU8 :ÈË ‰ XO! Â«Ë…œñW! WO:|œ ËWz ¨               ôU8 ‰ XO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅc f c,� ( )( )

1-3
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ3∫ñ…œWMO! ÈdëñU|œ ôU8 ‰ :v|WA8Wï :Èñô ¨

,,,

 UïUM:OÙ«;ñ ˛4 U"WÙ11ÆWJ!ñUî˛WÙ ÊUºïUîñUz UïUMOzñUJ! :vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛12 U"WÙ15∫WJ!ñUî˛WÙ ÈdëñU|œ ôU8 ‰ :v|WA8Wï :v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ ¨

123( , )�� ( )0 0 3 2f t t t= − ( , )�� ( )1 3 42− = −f x x ( , )�� ( )− = −1 5 3 2f x x

4567 f x( )= 3f x x( )= +3 2f x x x( )= + −2 12f x x x( )= +3 2

;                      ; 1213 ( , )�� ( )2 5 12f x x= +( , )�� ( )2 8 3f x x=

;                       ; 1415 ( , )�� ( )5 2 1f x x= −( , )�� ( )4 5 4f x x x= +

891011 f x
x

( )=
−
1

1
f x x( )= +1f x

x
( )= 4f x x( )= −9 1

2

x = 0
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 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰16 Ë17ÈËWz ‰WÖœ V|ñW" :ÈËWz :v|WA8Wï :v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ ¨

∫WJ!ñUî˛WÙ ÈdëñU|œ ÈË U|WA:OëËUÙ vK:OÙW¶<«;ñ

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰29 Ë30vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ †Wëb8U< ÈdëñU|œ s:O3ñWî «ËWz   U|WA8Wï ¨

∫WJ!WM:|Ë :ÈË UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

 UïUM:OÙ«;ñ ˛18 U"WÙ12 UïdJïËË;ñ s:O|WM:|Ë ¨4s:O| Ê«Ë s:|Ë«dÅU"«œ UïdJïËË;ñ s:O|WM:|Ë Ë ÊU|WA8Wï

ÆWJ!ñU|œ X:|;ñWÖœWÑ :ÈË :u! UëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ÆÊdëWM:|Ë WMO"UÙ

29 ª Æ                   p:O"Uë
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y u= 2

u x x= − +3 1
2

y x x= − +3 1
2

y u=

 ñUJOÅ

    Ë            :vî…œ

f g x
h x x

f g x h f g x
h( ) lim

( )
lim( )( )′ = =

→ →

+( )− ( )( )
0

2 11

2 1

2 1

f g x f g x

x x

( )( )− ( )( )
−

=
→

( )− ( )( )
−

( )
lim

( )
( ) ( ) �

x x

f g x f g x
g x g x

g x

2 1

2 1

2 1

2 −− ( )
−

g x

x x
1

2 1

=
→ →

( )− ( )( )
−lim lim

( )
( ) ( )x x x

f g x f g x
g x g x2 1 2

2 1

2 1 xx

g x g x
x x1

2 1

2 1
�

( )− ( )
−

=
→

( )− ( )( )
−lim

( ) ( )

( )
( ) ( )g x g x

f g x f g x
g x g x

2 1

2 1

2 1
llim �

( )
x x

g x g x
x x2 1

2 1

2 1
→

− ( )
−

= ′ ( )( ) ′( )f g x g x

x x h
2 1

= + x x
1

=

:vî…œ XO!           vJ|e:Oï            :Èœ

vJïuÇ XO!œ    vJ|e:Oï

ÆWî«Ë…œñW! UëW|WA8Wï

g x
2( )g x

1( )
g x

1 x
2

 ÊbïU*W<
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2-3
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

12

34

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ11∫ñ…œWMO! :vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ ¨

6

7

8

y = 8

f x
x

( )= 1
7

f x x( )= 6

f x x( )= 5

f x x( )= −3 1f x x x( )= − + −2 3 62

f x x x x( )= − +2 33 2

f ( ) sin cosθ θ θπ= −2

9

10

11

f x x x( ) cos= −2 1
2

f x xx( ) sin= −1 3

f x x
x

( ) cos
( )

= +5
2 3 2

                   ∫XO!œñU|œ :Èñ«u8 ‰ „…Ë WJ! W¶:|ËUz :v|WA8Wï vÑ v:OÅœ u" ÈñW< ‰ U|WïËu/ ˜ËËœ ‰

 Æ            Ë

 ÆWJ!ñUî˛WÙ               U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ üU8

:v|d:|bÑUÇ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ               U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ W¶:|ËUz U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ 7

y u= 3

f x
x

( ) 1
12==

++

′ = ′ ′ = = + =y x y u u x u x x x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (3 2 3 1 2 62 2 2 xx2 21+ )

y x== ++2 3
1( )

u x= +2 1

 ∫WJ§îUîW" v|W¶A8 vÑ üU8

:v|d:|bÑUÇ

y f g x= ( )( )

y x x= −4 55 4

y
x

=
+

1

1

y x= +( )1 2tan

y x=cosπ

u g x= ( )y f u= ( )
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 UïUM:OÙ«;ñ ˛16 U"WÙ25∫ñ…œWMO! :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨

161718

 UïUM:OÙ«;ñ ˛12 U"WÙ15WJ§îUîW" v|W¶A8 ¨

12

13

14

15

 WA8Wï:v|WA8Wï UM¶fi‹J:|;ñ Ë«dÅU"«œÈdë…œU< :ÈË«dÅU"«œ

f x
x

( )= 5
2 2

f x
x

( )=
( )

π
3 2

f x x
x( )=

f x
x

( )= −
4

3

 UïUM:OÙ«;ñ ˛26 U"WÙ29∫WJ§îUîW" v|W¶A8 ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛30 U"WÙ50∫ñ…œWMO! :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨

26

27

28

29

y x= −( )6 5 4

y f g x= ( )( )u g x= ( )y f u= ( )

y
x

=
−

1

1

y x= ( )3
2

tan π

y x= cos 3
2

f x x x( )= − − −2 25 3f t t
t

( )= −2
3
4f x x x

x
( )= − +3 2

2
3 4

303132 f x x( )= −( )3 4 9
4

f t t( )= −1f x x x( )= − +2 3 2

192021 f x x x( ) ( )= +2 1f x x x( )= − 6 3f t t t( )= −
4
5

2
3

2224

25

f x x x( ) ( )= +2 4f x x

x
( )=

−1
23f x x x( ) cos= 3

f x x
x

( ) sin= 2

333435 f x x

x
( )=

+

2

2
f x x x( )= −1 2

f t
t

( )=
−
1

22

363738 f x x
x

( )= ( )+
+
5
22

2
f x x

x( )= ( )−
+

3 2
2 3

2
f x x

x

( )=
+4 1
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 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰51 Ë52∫ñ…œWMO! ÈdëñU|œ üU8 ‰ :v|WA8Wï :v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ ¨

394041 f x x( ) ln= 2f x x x( ) ln=f x x x( ) ln= −( )2 1

424344 f x x
x( ) ln=f x( ) ln=f x x( ) ln cos= +2 2

454647 f x e x( )= − 2

f x x e x( )= −2

x2

f x e
e

x

x( ) ln= ( )+
−

1
1

484950

;             51

f x ex( ) ln=f x
e ex x( )=

+ −
2f x e x xx( ) sin cos= +( )

f x x x( )= − +4 23 2( , )1 0

 UïUM:OÙ«;ñ ˛53 U"WÙ55UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :v¶ãWJ:Oì s:|ËWz ©s!WÙ WëWÙ® WJ!ñU|œ ÊüU8 Ê«Ë ¨

ÆXO! v|:u<Uz :v| Ê«Ë pMì :v|WA8Wï

 :vî…œ

s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰56Ë57:v|UÙW! ¨:v|WM:|Ë :u! XO! XãWJ:Oì ÈdëñU|œ vK:OÙW¶<«;ñ uë WJ!ñUî˛WÙ

Æ:v|WA8Wï UïdJïËË;ñ

;              56

55

f x x kx( )= −2
y x= −4 9

0 2≤ ≤x π f x x x( ) sin= +

k

ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰58 Ë59†…œb:|dÖ   :ÈË«dÅU"«œ Ë   :ÈË«dÅU"«œ «ñW§ÑUï U|bï…u|WÄ :ÈËWz ¨

 ÆWJ!ñU|œ

s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰60 Ë61 U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ¨:ÈË«dÅU"«œ UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë

:ÈËUïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë    UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ¨W|Ëu!ñU|œ ÊU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ p:OzñW< ‰

 ¨WJ!«œu3

 ÆÊ«ËËœñWÙ Ê«Ë UïdëñU|œ WO¶AÙWÖ u" «ËWÇ WJ§ï:Ë;ñ ÆWfiOçM! ÈË :vÑUï vëW|WM:|Ë ñWÙ ñW§î«ñW! ‰ Ë

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰62 Ë63∫       :v|UÙW! UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! ÊUO|«b:OÄ ¨

5859

6061

63

g

f

f′f

g x f x( ) ( )= + 6g x f x( ) ( )= −5

′f (2)

′ = −g ( )2 2 g( )2 3=′ =h ( )2 4 h( )2 1= −

62f x g x h x( ) ( ) ( )= +2f x g x h x( ) ( ) ( )=

5354 f x x x( )= − +4 28 2f x
x

( )= 1
2

57f x k
x( )=y x= − +3

4 3 ;   

;             52f x
x

( )= 2
34( ,� )1 2

f
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 WëWÙ Æ             :Èœ 67y x= π
dy
dx = 1

π

 WëWÙ Æ                         :Èœ 68

 WëWÙ Æ                       :Èœ 69

′ = ′g x f x( ) ( )3

f x
xn( )= 1′ = −

+
f x n

xn
( )

1

 ñ«œ…œ«;ñ U|WA8Wï W" WëWÙ   ñW< ‰ s:OÑœ s:O3ñWî Ê«Ë ¨XO!WÙ

∫«œ WJ! ñU|œ s!WÙ    ¨    ¨    ¨

ÆXO!Wï v|:u<Uz :v¶ãWJ:Oì :v|WA8Wï

ÆXO!WÙ v|:u<Uz :v¶ãWJ:Oì p:Oz :vM¶! :v|WA8Wï

Æs!WÙ v|:u<Uz s:O¶ãWJ:Oì ËËœ :vM¶! :v|WA8Wï

Ævë…ñU! ñWÙ ‰ WMO! :v|WA8Wï :u! :vëW|WïËu/

70

abc

f x ax bx cx d( )= + + +3 2

g x f x( ) ( )= 3

d

CG

Ü

ê

 UïUM:OÙ«;ñ ˛64 U"WÙ69U|Wï WëWÙ Ë ¨WJ§ï:Ë;ñ :ÈË :v|:uÙ XO! X<Ëñœ U|…˛«ËW¶<…œ WëWÙ ∫WJ!ñU|œ

∫WMO*Wfi! :vëW|WïËu/ …˛œ » XO! X<Ëñœ

 WëWÙ Æ                    :Èœ 64′ = ′f x g x( ) ( )f x g x( ) ( )=

 WëWÙ Æ                      :Èœ 65

 WëWÙ Æ                :Èœ 66

f x g x c( ) ( )= +′ = ′f x g x( ) ( )

y = π 2dy
dx = 2π
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 ∫WMO!ñUJ! :vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ UïdëñUî˛WÙ :u! :vºïUîñUz

 Æ         ‰ WMOï :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ Ë Wî«Ë…œñW! W|                                     U|WA8Wï uë WJ!ñU|œ 4

1

 :vÅW!

33
1-3:v<UM:OÄ UïUMOzñUJ! :ÈË«dÅU"«œ UïdëñUî˛WÙ

2-3 vî«Ë…œñW!

 ÆsM:|uïœ     :v|WA8Wï :ÈË :ÈË«dÅU"«œ UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë    U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :Èñ«u8 ‰ s:O|…u:OÅ ËËœñWÙ 5

2-3:ÈË :ÈË«dÅU"«œ Ë WA8Wï

vÅW! UçOï UïËuî“Wz vÅW! UçOï UïËuî“Wz

f x x( )= −2 1f x x x( )= − +2
CGÜ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ 2

2-3 :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|;ñ

f x x
x

x( )= − + −2 12 1
2

2
33

f x l ex( ) ( )= +n 1

f x x
x

( ) cos= 2
2

CGÜ

êf ( ) sin cosθ π θ πθ= ( )+ ( )2 2 O

:u8 Uç<ñW! :u! ÊU|W~ìW! øXM:|uïœ     :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë óOë Ë øXM:|uïœ    :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë óOë

 ÆWJ!ñU|œ

 ÆWJ!ñU|œ          ‰    UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :v¶ãWJ:Oì UA:OëËUÙ

CG

CG

Ü

Ü

3

 Æñ…œWMO! †…;ñWM! üU8 ‰ :v|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ

ÆXO! :v|:u<Uz :v| ÊüU8 Ê«Ë ‰ XãWJ:Oì uë WJ!ñU|œ :v|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW< ‰ ÊüU8 Ê«Ë

 Æ               WëWÙ WJ!ñUî˛WÙ         :v|UÙW!                 Ë              †WJ§8U< ÊUÑWz         U|WA8Wï WëWÙ

CG

Ü

ê

f x x x( )= −3 3

g′( )1 1= −h′( )1 g( )1 0= g x( )

f x
x x
x x

( )
�����
�����

=
+ ≥
−

⎧
⎨
⎩

2 1 1
3 1 1<

x =1

x = 0

f ′ f

f ′ f

f

h = f o g
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bMK! s:|Ë«dÅU"«œ Ë :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ 3-3Implicit Differentiation and Higher Derivative
 ñW< ‰ Ê«ñU3 ÈW!ñ:Ë“ WA8Wï X|œ W" Ë ¨ÈËu! ÈWA8Wï Èd:Oã u" :vÙ…œ ô:uÄ ‰«dJÅUz :v|…u:OÅ

 X<W§AÄ :ÈË«;ñ:uÖ UMOfiOçï UJ:|;ñ » ¨ÊdëW<UM:OÄ W"UÙœy :ÈË«;ñ:uÖ :vÄœ«“Uzx ∫WïËu/ :u!Æ

 WA8Wï „…bMÙ :vìW!:u8 »:u8 vëW|…u:OÅ »ÊWëb8U< Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ uë s!œñU|œ :vëW|bï…u|WÄ »

 :ÈË«dÅU"«œ ÊdëW"UÙ W" ˛ È“«u8«œ «œ :v|WïËu/ :vÑ œ WëWÙ          „…Ëy :vÄ „W|WA8Wï „…Ëx

 :vJ:Oá¶<…œ ‰ ¨ÈWJ!ñUî˛WÙy :vÄx ÆvMO£Nº! :Èœ :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|;ñ vÅUÄ ¨vfiOçï :Èœ

 UMOfiOçï :vìW!y :vÄxÆ                           U|bï…u|WÄ WïËu/ :u! WOOÙUïU< U|Wï Ê«ñU3 ËuîWÙ

 :ÈË«dÅU"«œ ÊU|…ñU! ÊUÑWz ‰u8 » :u8 Æ     UïdëñUî˛WÙ :u! ˛ WMO!ñUJ! :

 ÆÊdÖœñ…Ë     :ÈË«;ñ:uÖ :vÄ :ÈË«dÅU"«œ XO!W" «dO! ‰ :̈u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ UM¶AÙW~:O" :u! ˛

 ∫WJ! Ë…d|WÄ ÊUÑU~M:OÄ ÊUÑ ¨     UïdëñUî˛WÙ :u!

• ÆWJ!ñUî˛WÙ    :ÈË«;ñ:uÖ :vÄ :vëW8…;ñ ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ

• ÆWëWÑ;d8 Èœ :v8…;ñ ‰ Èœ s:O|…œ«;ñ Ë WëWÑ;d8 vëW8…;ñ ‰ ÊdÖœWÑ:u‹!    s:O|…œ«;ñ Ê«ËWz

• ÆWJ! ‰W¶OÅ X|dÖœWÑ:u‹!    v8…;ñ ÈËWz

• Ë    :vÄ     :v|UÙW!y Æñ…œWMO!

Æ        WëWÙ ñ…œWMO!

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ 1

 ZïUîñUz

•UMOfiOçï «ñW§ÑUMì :vOÙ«œu3

:u8 :v|…u:OÅ ñW< ‰ :v|WA8Wï

ñW< ‰ :ÈË UMOfiOçï Ë :u8 »

 ÆÊWëœñU|œ «dJÅUz :v|…u:OÅ

•:u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ

UïdëñUî˛WÙ :u! sMOzœñUJ!

 Æ:v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

•UïdëñUî˛WÙ s:O|…ñU!

«œu3 ñU|œWï s:O$UîñUz

 ÆÊWëœ

•‰U¶O! :uì «Ë«dMO*W<

UïdëñUî˛WÙ :u! sMOzœñUJ!

ÆñU|œWï :v|…ñU! ‰ :v$UîñUz

:ÈË«;ñ:uÖ :vÄ :vA:OëËUÙ vëW8…;ñ ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ :̈ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|;ñ UïUMOzñUJ!

 Æñ…œWMO!    :v|UÙW! vÅUÄ ¨WJ!ñUî˛WÙ

y y y x3 2 25 4+ −− −− == −−

y x2 == ′y

üU8

 :v|d:|bÑUÇ

.1

y x= −3 52

x

x

x

x

x y x y+ = +3

xy =1

xy y x y xx x
= ⇒ = = ⇒ ′ = − = −− −1 1 11 2

2��� ��� ��� ���

′y

′y

′y

′y

′y

′y

 ñUJOÅ

( ) ( ) ��� ��� ��� ���y x yy y y
2 2 1 1

2′ = ′ ⇒ ′ = ⇒ ′ =

    WëWÙ ñ…œWMO! Æ

® U|WïËu/ ‰( 1ÆX|dÖœWÑ:u‹!    Ë    s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ     W¶O!œ :È;d! ËWz

:v|WM:|Ë uë XO!œñU|œ Wî :u! WïËu/ :u! ÆW|UH0 :v| Ë W|«Ë…;ñ :v| …ñUë ˜Wz

«œu3 s:O¶ãWJ:Oì ËËœ ¨W|U"ËUÙ :v|WÖ;d! ËWz ¨           U|bï…u|WÄ UïdJï:Ë;ñ

W¶O!œ ÈË :Èñô Ë            ôU8 ‰ :vJ:Oz :v| Æ         ‰ WïWÙ

W¶O!œ :ÈË :Èñô Ë           ôU8 ‰ :ÈËËœ :v| Ë

Wî X<…b! „…;d! „…Ë     :v|UÙW! :̈u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ ‰ Ê«ñU3 ÈW!ñ:Ë“

ÆX|dÖœWÑ:u‹!     Ë     uë XOÑWëœ

′y

′y

x

x

y

y

y x2 =

x = 4( , )4 2−′ = = −−y 1
2 2

1
4( )

( ,� )4 2y′ = =1
2 2

1
4( )

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 :u8 » :u8 :v|…u:OÅ

Implicit Form

 «dJÅUz :v|…u:OÅ

Explict form

 :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ

Implicit differentiation

 :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

 Second derivative

 bMK! s:|Ë«dÅU"«œ

High -Order derivative

 ñU|œWï :v|…ñU!

Indeterminate Form

′y
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 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vï“U! :v¶ãWJ:Oì :Èñô UïdëñUî˛WÙ 2

 ñ…œWMO!     :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ UïUMOzñUJ!

 ÆWJ!ñUî˛WÙ            Ë          :vî…œ    :v|UÙW! vÅUÄ

 Æ    W¶O!œ             ôU8 ‰                     U|Wï“U! :v¶ãWJ:Oì :Èñô

:v|:uÙ W¶O!œ ËWz ¨ÊdëñUî˛WÙ W¶:OÙœ vÙUïUfi! :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ È«;ñ…ñW< uë WJ! :vOMO§:O"

:v|WM:|Ë UëWìU8 ñWÙ ‰ È…ñUî˛ :v| ÈË :v|UÙW! UïdëñUî˛WÙ uë vë…;d! :v|…u:OÅ ñW< ‰    UMOfiOçï

ÆXO!œ vÙUïU< ÈË UïdJïËË;ñ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ       ôU8 ‰               U|Wï“U! :v¶ãWJ:Oì :Èñô üU8

 :v|d:|bÑUÇ

.2

 Uï“U! :v¶ãWJ:Oì :Èñôñ…œWMO!         v˘U8Wì((33,,−−44))  x y2 2 25++ ==

x y x yy y x2 2 25 2 2 0 2+( )′ = ( )′ ⇒ + ′ = ⇒ ′ = −��� ��� ��� ��� 22y
x
y= −

′y

′y

′yx = 3y = −4

′ = − =−y 3
4

3
4( )

3
4 ( ,� )3 4− x y2 2 25+ =

 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ÈË ñW< ‰ ÊËu¶< Ë ÂUîW"Wï :v|WÖ;d! :v¶ãWJ:Oì 3

 :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ UïUMOzñUJ! ñ…œWMO!    :vJ:Oá¶<…œ ‰

 Ë            :vî…œ WJ! ñUî˛WÙ    :v|UÙW! vÅUÄ

 Æ        W¶O!œ vïËu¶< :Èñô Ë     W¶O!œ v¶ãWJ:Oì :Èñô

‰ ¨ÈË ñW< ‰ ÊËu¶< :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô Ë                   ÂUîW"Wï :v|WÖ;d! :v¶ãWJ:Oì :Èñô
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 Æv|:u<Uz :v|…u:OÅ

» Ë ¨XO! :v¶<«;ñ :v8…;ñ :u! :vÄWÇ :v8…;ñ ˛ WëWÙ W!W3Ëuî :v|W¶<«ñUz » sOçì ÈñU! vÑ ‰

ÆXO! :vÄWÇ :v8…;ñ :u! :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ WëWÙ W§ìU< :v|W¶<«ñUz

Æ†WëœñU|œ   vî…œ :vÄ †…;ñWM! ôU8 ˛ vïW" :vN3 «ËWz    W|WA8Wï ËWz :vï«œô U|WA8Wï

W¶O! …ó:|;ñ :Èœ :̈È;d!                                 U|ñËËœ     :v|…ËUî ‰ vïW" WëWÙ

:ÈËWz Wïó:O!œ ¨

«“Wì …bïWÑUïAverage velocity             v|…ËUî ‰ ÈË «“Wì …bïWÑUï ÊU| „:uçì :vïW"

∫v|:u<Uz UMOçì

‰ ÈË :vN3 :Èœ Xçìœ „W¶A" :vî…œ ÆÊUÅWì UMOçì UMOì:uJ:Oì ‰ W|WÙ @ïdÖ vëWì:Ë;ñ :ÈË«dÅU"«œ

¨vÑWëñ…œ „uÙœ :u! :Èd:OKÑWÙ ˛ u8 ö:O§î:Ëd" » u" WëWÙ Æs|ñ:uÙuÖ W¶:OÙ vî…œ UM|;ñ:uÙuÖ ˜ËËœ

ÆXO!ñU|œ       :vï«œô UOA8Wï :vÄ vëWî…œñWÙ ‰ W" :vN3 :Èœ

WïW" ËWz Æ    v|:u<Uz :Èñ…ËW" „…Ë XOçìœ ÈdëW¶<«ñUz vëWK:OÙ W¶<«;ñ ñW< ‰ „WïW" uëWï«œ U<…Ë

ÆXOçìœ                          :vN3 :u!        :vN3 ˛                 :u!    :v|…ËUî ‰

 W¶O!œ           :v|…ËUî ‰ vïW" vÑ «“Wì …bïWÑUï

 uëÆ

:ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW! ‰ uJïUz ¨WJ!ñUî˛WÙ              :̈vï«e!    :vî…œ ‰ vïW" «“Wì X:Oç! W" WëWÙ

Æ…;ñW~!   :vî…œ ‰ :vï«œô U|WA8Wï

:vM|;ñ:uÙuÖ s:O|«;dJ:O" 4-3

 ZïUîñUz

•:u! sMOzœñUJ! :ÈË«dÅU"«œ

s:O|«dJ:O" UïdëñUî˛WÙ

 Æ:vM|;ñ:uÙuÖ

•:vM|;ñ:uÙuÖ s:O|«dJ:O"

UïdëñUJOÅ :u! sMOzœñUJ!

 ÆWï« :̨Ë;ñ UïU|˛ s:|ñUO<dÄ

˜«ñ«“

Vocabulary

 ©vN3® :vï«œô U|WA8Wï

Position function

 ÈdëW¶<«;ñUz «“Wì

Velocity

:È“Wì :È;d!

Speed

“Wì …bïWÑUï

Average velocity

 v"U< «“Wì

Instantaneous velocity
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∆
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∆
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.1«“Wì ø…bïWÇ            :u!          :v|…ËUî ‰ :vìU8 :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì …bïWÑUï

 sï«e! WëWÙ …bïWÇ         ‰ :vìU8 :u! ÈdëW¶<«ñUz4   ´5ø         Ω   ≠

UOï«ËUÇ :È“Wì :ÈË«dÅU"«œ Æ:vî…œ UM|ñ:u! ‰WÖœ s|;ñ:uÙuÖ W¶:OÙœ ËWzË :vî…œ :vÄ WëW|WA8Wï :u‹! “Wì

UïdëñUî˛WÙ :u! :̈È“Wì :ÈË«dÅU"«œ W¶O!œ Ê«œËU" ÆXM|uïœ vN3 UM|;ñ:uÙuÖ “WìË ¨XM|uïœ :È“Wì UM|;ñ:uÙuÖ

U|WA8Wï :u! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ uJïUz ÆWJ!Ë«dÅU"«œ p:Oz ˜ËËœ ‰ Ê«ñU3ËËœ :vï«œô U|WA8Wï :vï«œËU"

ÆWJ!ñUî˛WÙ :vï«œô

:vìU8 :ÈË Uï«œô U|WA8Wï                            U|WA8Wï ÆXçìœ    :Èñ…ËW" ñW< ‰ „WìU8

:vî…œ ‰ :vìU8 :vÑ «“Wì …bïWÑUï ÆsçOÄœ Ê«ñW¶:Oî » Wï«œô    Ë ÊU|WëdÇ »   ¨XM|uïœ

ÆWJ!ñUî˛WÙ        ‰ v"U< «“Wì vÅUÄ ¨WJ!ñUî˛WÙ :vJ:Oz s:O|WëdÇ ËËœñWÙ

 ñUJOÅ

WìU8 ˜Wz U|ñËËœ :ÈË Æ«œ :vJ:Oz s:O|WëdÇ ËËœ :vî…œœ :vìU8 «“Wì …bïWÑUï UïdëñUî˛WÙ :u!

 ÆWJ!ñUî˛WÙ †;d!œ ÊU|WëdÇ ËËœñWÙ :vî…œ ‰

∫W¶O!œ W|ñËËœ ˜Wz

 U|ñËËœ ÊU|WëdÇ ËËœ :vî…œ ‰ :vìU8 :ÈËWz6ñW< ‰ VìU< v|W¶<«ñUz » Ê«ñW¶Oî

 W¶O!œ :vìU8 «“Wì …bïWÑUïË ¨È;d! Èñ…ËW"3VìU< :v|W¶<«ñUz » «œ :vëWëdÇœ ñW¶:Oî

        ‰          :ÈË«dÅU"«œ ¨         ‰ :vìU8 UO"U< «“Wì UïdëñUî˛WÙ  :u! ¨             W¶O!œ uJïUz

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

 Ë Æ

:v|W¶<«ñUz uJìW! ¨X:OM|uïœ :vìU8«“Wì :vM¶!Wï ÈdëñUî˛WÙW" «“Wì ËWz uë WJ! :vOMO§:O"

«“Wì :v"ËË;ñ :v|UÙW! W¶O!œ :È“Wì :Èd!Ë ÆÈdëW¶<«ñUz «“Wì :vïó:O!œ «ËWì XOM:|uïœ :ÈË

  ÆÈdëW¶<«ñUzÈdëW¶<«ñUz «“Wìœ ñW¶:Oî p:Oz uJïUz              W¶O!œ          ‰ :vìU8 U|

œ ñW¶:Oî p:Oz WïUfiëW| :È“Wì :vÑ :È;d!Ë ÆÈñ…ËW" :v§ìU< :v|W¶<«ñUz » «œ :vëWëdÇ

Æ «œ :vëWëdÇ

 W‡‡‡‡‡ïËu/XOçìœ vë…ñ…ËW" ñW< ‰ vëWïW" UO"U< «“Wì UïdëñUî˛WÙ 1

 :vï«œô U|WA8Wï

 :È“Wì U|WA8Wï

 :vï«œËU" U|WA8Wï

xs t t t( )= − +2 5 4
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s s( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 5 2 4 0 5 0 4 4 102 2− = − + − − +⎡⎣ ⎤⎦ = − = −−6

−3m /st = 2

t = 2
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t = 2−1m /s

t1 3=

=

t2 7=
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s t( )
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v t s t( ) ( )= ′

a t v t s t( ) ( ) ( )= ′ = ′′

s′( ) ( )2 2 2 5 1= − = − ′ = −s t t( ) 2 5

 v"U< «“WìInstantaneous Velocity

 :vî…œ ‰ vïW" ÈË UMOçì Uï«œô U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ W¶O!œ „:uçì vëWïW" UO"U< «“Wì

 
v t s t
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 WïËuLï s:O|«b:OÄ :u! ÊU|;ñWÖWÑ1Æñ…œWMO!         ‰ :vìU8 Uï«œËU" ¨

 ñUJOÅ

Æñ…œWMO! :vï«œô U|WA8Wï :u! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ :̈vìU8 Uï«œËU" UïdëñUî˛WÙ :u!

 Æ            W¶O!œ Ë s|;ñ:uÙuÖ W¶:OÙUïË …d~:OÇ W| :vìU8 Uï«œËU"

vïËu¶< UMOçì

¨†Wëœ ÈœñWz :ÈËË;ñ ñW< ˛ vïW" UOÙ«bMK! UM|d!ñ…œ «œ vïËu¶< UMOçì œ :vï«œô U|WA8Wï

s:Oï«œ uë XçK! ÈñW< ˜…ñW! ÈdëW¶<«ñUz Ë vïËu¶< vëWK:OÙW¶<«;ñ ñW< ‰ WïW" ËWz WëWÙ

 Æ    :Èñ…ËW" „…Ë

 U|WA8Wïuë ¨ÊdëñU|œ WîUºïWz ˜Wz ÈñuO"Ë vJO¶ë«dÄ s:OMOì:uJ:Oì

UM|ñ:u! ‰WÖœ ÈœñWz :v|ËË;ñ ñW< ˛ vëWïW" UOÙ«bMK! UïdëñUî˛WÙ :u! XM|uïœ vëW|WïËuLï

Uï«œËU"         vJ:Oá¶<…œ Uë…“Wì » Ë     †…;ñWM! UOÙ«bMK! ˛ ÈË UM¶:OÑUÙ UJ:Oá¶<…œ ˛    vî…œ

s:|ËWz :v|ñËËœ s:O|WëW| UOÙ«œu3 ‰WÖœ W|«œu3 v| :ÈË :v|UÙW!Ë XM:|uïœ ÈœñWz UïUA:Oë«;ñ

 ÆÊUMOzñUJ! WM:OÙœ

 W‡‡‡‡‡ïËu/∫Xçìœ vë…ñ…ËW" ñW< ‰ vëWïW" Uï«œËU" UïdëñUî˛WÙ 2

.2 ø…bïWÇ ¨     ‰ :vìU8 Uï«œËU" ©±®WïËuLï s:O|«b:OÄ :u! ÊU|;ñWÖWÑ–5t+42s(t)=t

a t s t( ) ( )= ′′ = 2

v t s t t( ) ( )= ′ = −2 5

2m /s2

 :ÈË UOÙ«bMK! :vëW|UÄ ñW< ˛ „…dO" ¨ÈdÖUz s:O|ñU| UëW~ïWÙUz ‰4:v|ËË;ñ ñW< ˛ Ëu! :vÄ

 :ÈË :È;d! vJ:Oá¶<…œ Uë…“Wì » «bKÙ ÈñW< ˜…ñW! ÈœñWz160∫Ëu! «œ :vëWëdÇ œ :vÄ

 W‡‡‡‡‡ïËu/:È“Wì UïdëñUî˛WÙ :u! :ÈË«dÅU"«œ UïUMOzñUJ! 3

y

s t gt v t s( )= − + +1
2

2
0 0

ts0v0g

 vïËu¶< UMOçì U|WA8Wï

:v|ñËËœ UïUçOÄ U|WëW|

 d"W:Oî

 :vÄ

:È“Wì UïUçOÄ U|WëW|

m / s

ft / s

WA8Wï

s t t v t s( ) .= − + +4 9 2
0 0

s t t v t s( ) = − + +16 2
0 0

 :v|UÙW!

g = 9.8m / s2

g = 32f / s2

g

ÆWfiOçM! :ÈdO" UMOçì :u! :vï«œô U|WA8Wï

ø…bïWÇ :v¶ÙWÖœ …dO" ËWz UOÙ«bMK! ©s|d"bMK!® …ñWÄ

 UOÙ«bMK! W¶OÙWÖœ :vî…œ :ÈdO" :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì260:Èñ«u8 WM"UÙË :vïËu!bMK! ‰ ÊUO:OÄ

 ø…bïWÇ

 ø…bïWÇ ©vëW"U<® vëWî…œ ñWÙ ‰ :ÈdO" Uï«œËU"

 øÈœñWz ñW< W¶OÙWÖœ …dO" ËWz v~ïWë
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− + + =

− + =

− −

16 160 4 260

16 160 256 0

16 2 8

2

2

t t

t t

t t( )( )== 0

.3 WïËuLï s:|ñUO<dÄ3W"UÙ          UOÙ«bMK! ˛ …dO" uë Wï«œ U<…Ë ¨…b! í<ñW!

«“Wì ¨©Ã® «ñUO<dÄ ‰ ÆËu!              :ÈË :È;d! vJ:Oá¶<…œ Uë…“Wì » Ê«bìWÙ

 UOÙ«bMK! ‰ ËWz :vî…œ ¨ñ…œWMO! :ÈdO" :u! ÈdëW¶<«ñUzm120  øXO!

vî…œ :vÄ :ÈdO" :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì W¶O!œ :ÈË «“Wì :vî…œ vÙ«bMK! s|d"bMK! W¶ÙWÖœ …dO"

  W¶O!œ W¶O!œ …“Wì ˜Wz Æ0U|WA:OëËUÙ :vÖ…;ñ :v|UÙW!   vî…œ

ËWz UOÙ«bMK! s|d"bMK! uë s|Wëœ ÂUºïWzñ…œ :vÑ ˛ Ë ¨         uJïUz X|dÖ…œñË

∫W¶O!œ :v¶OÙWÖœ …dO" Æ

 UOÙ«bMK! W¶OÙWÖœ :vî…œ :ÈdO" :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì UïdëñU|œ :u!260¨ÊUOÄ

 :v|UÙW! X:OÑœvÆWJ!ñUJOÅ :v|WA:OëËUÙ :vÑ ÆÈWJ!ñUî˛WÙ :vOÙ«bMK! :ÈË ‰

 U|WA:OëËUÙ ÆWJ!ñUJOÅ

 UOÙ«bMK! W¶OÙWÖœ …dO" ËWz ¨        Ë          WïWÙ ¯…;ñ ËËœ :v|WA:OëËUÙ :vÑ260

:v|UÙW! W¶O!œ ÈdëW¶<«ñUz U| ÈË«“WìË         ‰ XO!œ bMK! :vî…œ ÊUOÄ

‰ :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

 UOÙ«bMK! W¶ÙWÖœ …dO" ËWz260U| :ÈË «“Wì Ë ¨         ‰ :Èñ«u8 W¶:Ozœ :vî…œ ÊUOÄ

‰ :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW! W¶O!œ ÈdëW¶<«ñUz

UOÙ«bMK! ‰ :Èñ«u8 WM"UÙ ‰ Ë :vïËu!bMK! ‰ :ÈdO" s:|“Wì ËËœñWÙ uë WJ! :vOMO§:O"

WM"UÙ ‰ Ë W!W3Ëuî W| :vïËu!bMK! ‰ :ÈdO" «“WìË ¨sïUfiëW|œ Ê«Ë s:O|UÙW! ÊUOÄ

    ÆW§ìU< W| :Èñ«u8

uJïUz ñ…œ WMO! :vï«œô U|WA8Wï :u! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ :̈ÈdO" Uï«œËU" UïdëñUî˛WÙ :u!

 ÆW§ìU< W|Ë vëWî…œñWÙ ‰ …ñ:uÖWï W| :ÈdO" Uï«œËU"uë WJ! :vOMO§:O" Æ

 W¶O!œ :ÈË UOÙ«bMK! :vî…œ ÈœñWz W¶ÙWÖœ …dO"0U|WA:OëËUÙ :vî…œ uJïUz ¨

:v| Èœ :ÈËWz Ë XO!Uï WÑWz Ë W§ìU< :v| Ê«Ë ˛ p:Oz ¨WïWÙ vÖ…;ñ ËËœ

 W¶O!œ Ë W!W3uî10 v¶AÄ ÈœñWz W¶ÙWÖœ …dO" ËWz ÆvJ|e:OM!10» :ÈË Uï«bìWÙ ˛ ÊUëdÇ

 ÆvJ|e:Oï

v t s t t( ) ( )= ′ = − +32 160t

− + =32 160 0tt = 5

s( ) ( ) ( )5 16 5 160 5 4 4042= − + + = ft

t = 2

t = 2

t = 8

v( ) ( )2 32 2 160 96= − + = ft / s

t = 8

v( ) ( )8 32 8 160 96= − + = − ft / s

a t s t( ) ( )= ′′ = −32

− + + =16 160 4 02t t

2.5m

49m /s
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.4‰ ñU|œ „…Ë ¨Èñu! :vë…ñ«œ«;ñ :ÈË…d:|;ñ ñW< ‰ v|u<Uz vëWK:OÙ » „W|Wë:Ë;dã

 WïËuLï :v|WM:|Ë4 :v|ñËËœ UïdJL:Oë :v|«;dJ:O" ¨sÈdëW¶<«ñUz «“Wì sOï«“ :u! ø…bïWÇ

Æ                    W¶O!œ :Èñ«œ«;ñ UÙW~¶fi|Ë ˛              U|ñËËœ ‰ :vë:Ë;dã :u!

¨Èñ:u! :vë…ñ«œ«;ñ :ÈË…d:|;ñ ñW< ‰ v|:u<Uz vëWK:OÙ » „W|Wë:Ë;dã

:vë:Ëdã :vÑ :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì ÆñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…Ë

 :Èñ«œ«;ñ :vÙW~¶fi|Ë ˛                 U|ñËËœ ‰ ËWz :vî…œ …bïWÇ :

:v|«dJ:O" » XO!œ r:Oë ÈñËËœ sOï«“ :u! ¨XO!km/h400 ø

 ñUJOÅ

 UM|;ñ:uÙuÖ :v|«dJ:O" » ÊUçOÄ W¶:OÙœ :vë:Ë;dã :u! ÈdëW¶<«ñUz «“Wì

 Æ:Èñ«œ«;ñ :vN3 Ë :vë:Ë;dã «ñW§ÑUMì U| v|:u<Uz U|ñËËœ

 WJ!ñUî˛WÙ       :ÈË«dÅU"«œ Æ:vë:Ë;dã :u! :vï«œô U|WA8Wï W¶O!œ       U|WA8Wï

Æ                   U|bï…u|WÄ » Ê«b:|dÖ WM:OÙœ ËËœuJ:Oz ‰WÖœ «ËWz    ¨     Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ

 UïdëñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! :u8 » :u8 :ÈË«dÅU"«œ

ÂUºïWzñ…œ :vÑ ˛                   Ë                              :Èœ ¨XO!                U|ñËËœ ‰ Wë:Ë;dã :vî…œ

∫uë ÈWëœ

 U|ñËËœ ‰ :vë:Ë;dã U|dëW¶<«ñUz «“Wì10 KM:È;d! Ë ¨                    W¶O!œ :Èñ«œ«;ñ :vÙW~¶fi|Ë ˛

 W¶O!œ vî…œ ÈË ‰ :È“Wì :ÈËkm/h500

 W‡‡‡‡‡ïËu/:Èñ«œ«;ñ :v|:uÙ » :vë:Ë;dã «“Wì UïdëñUî˛WÙ 4

s =10km

s

x t( )x t( )

xtx s2 2 26+ =
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x s x s x s xd
dt

d
dt

dx
dt

ds
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2 2 2 2 2 26 6 2 2+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒( ) ( ) ddx
dt

ds
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dt
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s= ⇒ =
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8

400 500( )
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ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

:v|“«u8«œ ÊUO|«b:OÄ UïUMOzñUJ! ÆWïWÙ :ÈË«dÅU"«œ s:OïUOÅ Ë  :vÄ WïWA8Wï ËËœ   ¨   uë Wï«œ U<…Ë

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

,           ,          , x = −1x = 0 6
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 ÊU|WA8Wï ›:vïdJï:Ëñ

5-4s|d¶ÅU! ˜ËËœ ‰ ÊU|;ñWÖ

 ÆñUJOÅ

 ÊËuÇ«b:OÄ

 :vïËuî“Wz :u! ÊdJÑWÙñW!

 :Èñ«uÇ :vÅW!

 Wï«Ë

 vÅW! UçOï UïËuî“Wz

m v v v v( ) . . . .= − + +0 00015 0 032 1 8 1 73 2

 :vÅW!

:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!

Applications of Differentiation
:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!

Applications of Differentiation

‰ ÊWëœ :vïdJ:O"ñUë WïWÙ ñUë:uÙ „…bMÙ

„…Ë :̈vK:O§îËd" UOïWîW":u< UM¶8«“Wî ñW<

:vJ:|ñ UïdJ¶<Ëñœ :u! :È;dOè :ÈËWz :Èñ:u3

«“Wì Ë Ê«d|U" :Èñ:u3 Ë XOMOzœñUJ!

s:OOïUáî:uë Æ:vM|eïW! :Èñ:u3 Ë :̈vK:O§îËd"

U|WA8Wï Êö:O§îËd"

UM"ñUî˛WÙ :u! „W|WïËuLï „…Ë sMOzœñUJ!

» †;d!œ ©ÊöOî® » q:O§îËd" UO"«ñËËœ :ÈË

 :È“Wì ˜ËËœ ‰ :̈vM|eïW! Uï:uìUÖ p:OzvqOîò

:ÈË u" X:OÑœ :È“Wì ı » Æå:Èd:Oîóî…œ p:Oz ‰

» :vO"«ñËËœ s|d"d¶Ä «œ v|:Ë˛UN! :vK:O§îËd"

 øÈ;d§! :vM|eïW! Uï:uìUÖ p:Oz
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 :v|…ËUî ‰

:vïdJïËñ :v|WM:|Ë » Ë :Èd!W3 » :ÈWA8Wï UïUAOï UïdJïUAOM¶<…œ

 UïUM:OÙ«;ñ ˛8 U"WÙ10 s:O|UÙW! Ê«ËWz ÆxW¶:OÙœ ÈWA8Wï UïUAOï :vî…œ WJ!ñU|œ

 Æ:vëWìU8 ñWÙ pï ‰ Ê«bîUºïWz W¶:OÙœ :vïUAOï ‰ UM|;ñ:uÙ:uÖ :ÈË Ë ¨s|;ñ:uÙ:uÖ

23

6

4

7

 :ÈË«dÅU"«œ UïdëñUî˛WÙ

 UïUM:OÙ«ñ ˛2 U"WÙ7…d:Oî˛WN! :vA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨

 ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰11 Ë12 ÆWJ! ÈdëñU|œ :vëW|…ËUî ‰ :ÈWA8Wï UïUAOï UMOì:uëWÑ ¨

f x xe x( ) = −

f x x x( ) = +2 1

f x e x( ) ( )= +1 ln

f x x
x( ) = +

−
2 1
2 1

5

f x x x( ) sin cos= 2

f x x( ) = ln

89

11

10

12

lnx x
x
−
+

2
2

x2 9−

−[ ]5 5,�:v|…ËUî ‰−⎡
⎣

⎤
⎦

3
2

3
2

π π,�

 Æ…b:|dÖ :vÄWÇ :v8…ñ UïËu¶< ‰ :ÈË UïdJï:Ëñ ‰WÖœ :v¶<«ñ :v8…ñ :v8…ñ UïËu¶< ‰ UëW|…˛«ËW¶<…œ ñWÙ

.1 :vM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«;dJ:O"

.2 v"U< «“Wì

.3 :vï«œô U|WA8Wï

.4UïUOÅ UëW|WA8Wï

 ÆXO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ

 Æ†WëœñU|œ vî…œ ˜ËËœ ‰ „:uçì vëWïW" :vN3 WëW|WA8Wï

 Ævî…œ ñW< ‰ :v|ñËËœ UïdJÅW!«œ :vîUºïWz

:ÈË«;dÖ Ë s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ :ÈË :v|…d:|˛ ‰ œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ WëW|…ó:|ñ

 Æs|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ v|…ñW< ‰ X<W§¶AÄ

 ÈdëñU|œ vëW"U< ‰ „:uçì :vëWïW" «“Wì

U| :ÈË s:OìU8 ˛ :vëWìU8 ñWÙ pMì :ÈË :Èñô WëW|WA8Wï

 ÆWO|dëW<UM:OÄ

1

 ˜«ñ«“

GC

ê

 v|…œUîUz v|u" :ÈñWz v|…œUîUz v|u" :ÈñWz

f(x)=f(x)=f(x)=
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First Derivative Test
1-4

 ZïUîñUz

•UOÙUîËœ :v|UÙW! :vJîWÇ

«œu3 Ë s!œd:Oã vN3u8

 ÆÊWëœ

•vN3u8 UOÙUîËœ s:O|UÙW!

 ÆÊWëœñU|œ :vA8Wï

•Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî

:v|WA8Wï UïËu§L:Oë ˜…ñW!

 ÆÊWëœñU|œ

•:u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

UOÙUîËœ s:O|UÙW! UM"ñUî˛WÙ

ÆsMOzœñUJ! :v|WA8Wï vN3u8

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

Decreasing

 ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

Increasing

UOOÙUîËœ s|d¶ëuâ! :v|UÙW!

 v3:u8

valueLocal Minimum

UOOÙUîËœ s|d¶ï“Wî :v|UÙW!

 v3:u8

valuelocal maximum

 :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

point of Inffiction

Wè:u˙Å :v|UÙW!

Critical Value

ÊUM|;ñ:uÙ:uÖ :v|W¶A8

variationsTable of

ÊU|WA8Wï UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ¨ÈñW< ‰ :v|WM:|Ëf »® :vA8Wï :v| :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ :v|…ËUîWÇ Ë ›vMOÅ »¤©Èñ:u<

 ∫ÈWë ÂUºïWzñ…œ :Èñ«u8 ‰ s:OïUÑ :Èœ ¨ÊU|…ËUîWÇ ÊUÑ W|…b! u8 :ÈñW! ‘U! u" WëWÙ Æ†WëœñU|œ

.1 :vî…œx ôU8 :Èœ ¨XOçK! u8 Èñ…ËW" ñW< ‰ :v¶<«ñ :v8…ñ :u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ñW< ‰

 U"WÙ ¨         s:O|UÙW! UïËu§L:Oë ˜…ñW! :u! WM|;d!ñ…œ WÑWz Ë ¨XOçì :Èñ«u8 ˜…ñW! :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇx

  :v|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW! WA8Wï Êó:O!œ ÊWëœ :ÈË UM|;d!;ñ…œ Ë Æ       W¶ÙWÖœ Æ

.2 v¶AÄxÈñW< ˜…ñW! :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰                    ôU8 ¨XO!œ“U!ñ…œ       :v|UÙW! ˛

 U"WÙ ¨         s:O|UÙW! UïËu!…b:|“ ˜…ñW! :u! WM|;d!ñ…œ WÑWz Ë ¨XOçìœx W¶ÙWÖœ3:ÈË UM|;d!ñ…œ Ë Æ

 Æ            :v|…ËUî ‰ WïËu!…b:|“ ˜…ñW! WA8Wï Êó:O!œ ÊWëœ

.3 ôU8 v¶AÄ :Èñ«u8 ˜…ñW! :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰ †Wëœ :vïbïUçì » X<…œx˛

 :v|UÙW!3UM|;d!ñ…œ Ë ÆÈœ Uë…ñU3         s:O|UÙW! UïËu§L:Oë ˜…ñW! :u! WM|;d!ñ…œ WÑWz Ë ¨XO!œ“U!ñ…œ

 Æ             :v|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW! WA8Wï Êó:O!œ ÊWëœ :ÈË

.4 :v|…ËUî ‰ s§ìU<œ :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ s:O|UÙW! :v|…ËUî ‰ Ë‰ s!W3Ëuîœ ËWz Ë

 :v|…ËUîÆ

.5Æs! VìU<œ v|…ËUî ÈË ‰ :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ s:O|UÙW! :vî…œ ¨vëW|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW! WA8Wï

v|…ËUî ÈË ‰ :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ s:O|UÙW! :vî…œ ¨vëW|…ËUî ‰ WïËu!…b:|“ ˜…ñW! WA8Wï Ë

 s:O|UÙW! Wïó:O!œ Æs! »W3Ëuîœx s:O|UÙW!                uë ÊWëœ U<…Ë s:|ËWzWè:uKÅ Æ:ÈWA8Wï :u!

f x( )

f x( )

f x( )

:ÈË ñW< ‰ Ê«ñUë:uÙ „WìWÖ :vOÅœ u" uë :̈ÈË s:|Ë«dÅU"«œ Ë :v|WA8Wï «ñW§ÑUï ‰ W|WÙ e:ON! UëWO|bï…u|WÄ

 ÊU| :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ ˛ sÑWëœ W" X<…œ » s:O|ñUOï«“ Ê«Ë » s¶<W§¶AÄ ÈWJ! W¶8:uÄ :v|WA8Wï:ÈË«dÅU"«œ

 Æv! Ê«Ë UïUMOzñUJ! UOï«ËUÇ Ë ÊUO|bï…u|WÄ ÊUÑ Èd:Oã :Èœ «œ vÅW! vÑœ Æ:v|WA8Wï :ÈË :v| :ÈËËœ

−2M x f x,� ( )( )

M x f x,� ( )( )

−] [2 3,�

3,�+∞] [

−∞ −] [,� 23,�+∞] [
−] [2 3,�

f x′( )= 0

M x f x,� ( )( )

−∞ −] [,� 2 −2
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 ÆÈWJ!W¶8:uÄ «b|W¶A8 vÑ œ Èñ:u! «ËWz v:OÅœ u"

ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

x −∞ −2 3 +∞

′( )f x −

ÊËu§L:Oë ˜…ñW!ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

−+

f x( )

f :v|UÙW! Êó:O!œ ¨          ‰ WO|dëW<UM:OÄ UëW|WA8Wïc œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ :u!x:u! W|Wè:uKÅ vëW|UÙW!

 U|WA8Wïf WëWÙ ÊU|          ‰ XO! ÈdëW<UM:OÄ U|Wï :ÈË :ÈË«dÅU"«œ WëWÙ Æ

x c=

x c=′ =( )f c 0

          ‰ WO|dëW<UM:OÄ U|Wï

1:vA8Wï :u! W|Wè:uKÅ :v|UÙW!1:vA8Wï :u! W|WèuKÅ :v|UÙW!

′( )f xx =1′ =( )f x 0

 Êó:O!œf :v|…ËUî ‰ WïËu!…b:|“ ˜…ñW! WëW|WA8Wï   U|W~ïW<ô             U|W~ïW<ô WëWÙ

 :v|…ËUîœ s! bïWÇ ñWÙ     Ë     uë †WJ! «b|WÄI Æ«œ

 Êó:O!œ U<…ËñWÙfU|W~ïW<ô WëWÙ ¨                :v|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW! WëW|WA8Wï

 :v|…ËUîœ s! bïWÇ ñWÙ     Ë      †WJ! «b|WÄ                         U|W~ïW<ôI  Æ«œ

I a b= ⎡⎣ ⎤⎦,

I a b= ⎡⎣ ⎤⎦,

x x1 2<

x x1 2<

f x f x1 2( ) ( )<

f x f x1 2( ) ( )>

x1x2

x1x2

ôU8 :vî…œ ¨XO! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! U| :Èœ WA8Wï ¨Èœ UëWïUî«ñ »

 bïWÇ ñWÙ XOçK! ÈñW< ˜…ñW!x:Èœ Ë ÆXOçK! :v¶<«ñ :v8…ñ ˜…ñW!

ñWÙ XOçK! :Èñ«u8 ˜…ñW!               ôU8 :vî…œ ¨XO! ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

 bïWÇx ∫WïËuLï :u! ÆXOçK! :v¶<«ñ :v8…ñ ˜…ñW!

W| Ë              :v|…ËUî ‰ Wïu§L:Oë ˜…ñW! W| WA8Wï ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰

Æ              :v|…ËUî ‰ WïËu!…b:|“ ˜…ñW! W| Ë ¨          :v|…ËUî ‰ …;ñ:uÖWï

˜…ñW! »W3Ëuî :ÈË«dÅU"«œ uë ¨XO!œñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ˛

WïËu§L:Oë ˜…ñW! VìU< :ÈË«dÅU"«œ Ë ¨†WëœñU|œ :v|WA8Wï UïËu!…b:|“

 :ÈË«dÅU"«œ UïËu!Wï :vì Æ†WëœñU|œ :v|WA8Wï‰

 Æ†WëœñU|œ v|…ËUî vÑ ‰ :v|WA8Wï :v|UÙW! U|;ñ:uÖWï ¨vëW|…ËUî

x f x,� ( )( )

x f x,� ( )( )

−∞] [,�a

a b,�⎤⎦ ⎡⎣b,�+∞⎤⎦ ⎡⎣

′ =( )( )f x 0

Wè:uKÅ s:O|UÙW! U|W<UM:OÄ

ÊËu§L:Oë ˜…ñW! s:O|WA8Wï Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|WA8Wï U|W<UM:OÄ

�� �
Ê

Ë
u
!
œ
U
|
“
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ì
Ë
Ë
;ñ

;ñ:uÖWï
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u
§
î

W
ë
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Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! Ë vëW|…ËUî ‰ :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ UïUAOï «ñW§ÑUï ‰ UO|bï…u|WÄ UM¶AÙW~:O" :u!

 :Èœ ¨XO! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! W|WA8Wï WëWÙ ∫WJ! :Èñ«u8 ‰ UÑWz UOMO§:O" :̈v|WA8Wï :ÈË ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

 Ë             :vî…œ ∫uë s|Wëœ ÂUºïWzñ…œ :vÑ ˛ Æ          :vî…œ

 :Èœ vÅUÄ˜…ñW! «bO" WA8Wï s:O|…ñU! ËuîWÙ ‰

WëWÙ vëW|…ËUî ‰ XO! VìU< W| :Èœ Ë«dÅU"«œ vÇ:u! ÈWJ§ï:Ëñ :vJ:|ñ :vÑ » v:OÅœ u" ÆXO! ÊËu!…b:|“

ÆXO! ÊËu§L:Oë ˜…ñW! W|WA8Wï

f x h f x+( ) > ( )h > 0f x h f x+ <( ) ( )h < 0
f x h f x

h
+( ) − ( ) > 0′ = >( ) +( ) − ( )

→
f x

h

f x h f x
h

lim
0

0

7 1-1GdØ†°ÉA G’EMóGK»  U|WA8Wïf ÆXO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ

.1  WëWÙ :v|…ËUîœI :Èœ ¨«œf Æ«b|…ËUî vÑœ XO! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

.2  WëWÙ :v|…ËUîœI :Èœ ¨«œf Æ«b:O|…ËUî vÑœ XO! ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

.3  WëWÙ :v|…ËUîœI :Èœ ¨«œfÆ«b|…ËUî vÑœ XO!ñ:uÖWï U|WA8Wï

′ >( )f x 0

′ <( )f x 0

′ =( )f x 0

 W‡‡‡‡‡ïËu/:ÈWA8Wï UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî 1
UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî

 U|WA8Wï ÆWJ!ñU|œ

 ñUJOÅ

 U|WA8WïfËWz vJïuÇ ¨«œ    œ W|WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ

:vÑ :u! Wè:uKÅ s:O|UÙW! UïdëñU|œ :u! Æ…ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï

 s:O|UÙW! Ê«Ë Ë ¨WJ!ñU|œ :ÈWA8Wï :ÈË«dÅU"«œ Æ:ÈWA8Wïx

 ÆWJ!ñU|œ dH< WïWëœ :ÈË«dÅU"«œ uë

 s:O|UÙW!xWè:uKÅ s:O|UÙW! ËËœ :v|WA8Wï :ÈËWz         ¨          WM!œ dH< WïWëœ :ÈË«dÅU"«œ s:|ËWz

:vïó:O!œ uë ¨ÈWJ! W¶8:uÄ «œ v|W¶A8 :vÑœ Èñ:u! :ÈËWz v:OÅœ u"          ¨          ∫WïWÑWz Ë WïWÙ

ÆÊUM|ñ:uÙ:uÖ :v|W¶A8

 :v|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW! WA8Wï Ë            Ë             ÊU|…ËUî ËËœñWÙ ‰ WïËu!…b:|“ ˜…ñW! WA8Wï

f x x x( ) = −3 23
2

′( ) = − ( ) = − = −( )f x x x x x x x3 2 3 3 3 12 23
2

x = 0x =1

x = 0x =1

x −∞

−∞

−

−

−

−

+

+

1 +∞

+∞

+∞

+∞

+

+

+

3

0

0

f x( ) = − 1
2

−∞

−∞

−∞

0

0

−1

0

f 0 0( ) =

3x

x −( )1

′( )f x

f x( )

−∞] [,�01,�+∞] [

 U|WA8Wï :u! ÊËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî

 ÆWJ!ñU|œ

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1

f x x x( ) = − −1
3

3
2

9
2

3 2

 «Ë«dM:OLìW<4-1:v|WA8Wï UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

� ��

R

0 1,�] [

Wì ËË;ñ

ÊËu!œU|“

Wì ËË;ñ

ÊËu§îWë
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 vN3:u8 s:O|UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë s|d¶ï“Wî

.3 s:OïU"y ôU8 s:OO<ËUÙ ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ s:OìU8 «ËuîWÙ :u!H:vìU8 :vÑ :vïU" ˛ Êd¶ëËuâ!

 s|ó:O!œ Æ         W¶O!œ ËWz uëH U|WA8Wï :u! WOON3u8 ôU8 s|d¶ï“Wîf :vìU8 :vÑ :vïU" Ë ¨yW¶O!œ

 Æ:v|WA8Wï :u! :vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

.4ÊU| vN3:u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! WA8Wï :vî…œ ¨dH< W¶O!œ :ÈWA8Wï :u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

WM!œ©UÙW! …;ñWÄ®  :v|WA8Wï :u! vN3:u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW! ÆX|dÖœñ…Ë vN3:u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

 ÆvN3:u8 s:O|UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë vN3:u8 s:O|UÙW! s|d¶ï“Wî

 ∫†Wëœ W¶8:uÄ d¶A:OÄ s:OOMO§:O" :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

f 3( )

x −∞ −2 3 +∞

′( )f x − 0

f −( )2

0

f 3( )

−+

f x( )

 W‡‡‡‡‡ïËu/ vN3u8 UOÙUîËœ :v|UÙW! pMì :ÈË«dÅU"«œ s:O|UÙW! 2
 ∫:ÈWA8Wï :u! vN3:u8 UOÙUîËœ vëW|UÙW! ñWÙ pMì …d:Oî˛WN! :ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW!

:v|…ËUî ‰ f x x( ) =:v|…ËUî ‰ f x x( ) = sin Ü CG−[ ]1 1,�0 2,� π[ ]

:u! vMO!ñUJ! :ÈË«dÅU"«œ «ËWÇ v!d:Oã Wë:uï :Èœ

Ë vN3:u8 s:O|UÙW! s|d¶ï“Wî UïdëñU|œ

Æ:vëW|WA8Wï :u! vN3 :u8 s:O|UÙW! s|d¶ëËuâ!

©…ËUîWÇ® UïdJïËñ v|WM:|Ë …b! u8 :ÈñW!

 ∫ÈWë ÂUºïWzñ…œ :vÑ :Èœ ¨ñW§î«ñW!

.1 ôU8œ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇG:vî…œ ¨X|ñ:u!œ «ñ

x ôU8œ U<…ËñWÙ Æ†dÖœñ…Ë      :v|UÙW!H«ñ

 :v|UÙW! :vî…œ X|ñ:u!œx W¶O!œ3 Æ

.2 s:OïU"y :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ s:OìU8 ËuîWÙ :u!

 ôU8 ©s:O|…œufiÑWÙ® s:OO<ËUÙ ‰G    :vïU" ˛ Êd¶ï“Wî

® :vìU8 :vÑ :u!G ôU8 s|ó:O!œ Æ            W¶O!œ ËWz Ë ©G

:vïU" Ë ¨    U|WA8Wï :u! WON3u8 s:O|UÙW! s|d¶ëËuâ!

 Æ:ÈWA8Wï :u! vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ëuâ! W¶O!œ     :vìU8 :vÑ

−2

f −( )2

�� �

 ôU8AWOON3u8 UOOÙUîËœ s|d¶ï“Wî

WOON3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî    Ë

UOOÙUîËœ s|d¶ëËuâ! ôU8

s|d¶ëËuâ!       Ë WON3:u8

WON3:u8 :v|UÙW!

UOOÙUîËœ s|d¶ëËuâ! ôU8

s|d¶ëËuâ!    Ë WON3u8

WON3u8 :v|UÙW!

H

G
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y

y

f

−1
0

1



 ñUJOÅ

:vÑœ :ÈWA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨         ‰ W|WÙ vN3:u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!                 U|WA8Wï

 ÆWO|dëW<UM:OÄ U|Wï «b:OìU8

:v|UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë           ‰ W|WÙ vN3:u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî                    U|WA8Wï

 W¶O!œ ÈWA8Wï :vÑ :ÈË«dÅU"«œ           ‰ W|WÙ vN3u8

∫:vOÙUîËœ s:O|UÙW! pMì X|dÖœñ…Ë ÊU|UÙW! ÊUÑ Ë

 Ë

x = 0

Ü

CG

f x x( ) = sinx = π
2

x = 3
2
π′ =( )f x xcos

′ =( )f 3
2

0π
′ =( )f π

2
0

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 ∫…d:Oî˛WN! :vOÙUîËœ vëW|UÙW! ñWÙ pMì :ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW!

 Ë

.2

f x x( ) = −
f x

x

x
( )=

−⎛
⎝

⎞
⎠9 32

3

 U|WA8Wï :u! W|Wè:uKÅ vëW|UÙW!f ∫v|UÙW! vÑ s:OO<ËUÙ ‰ W|WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ ÈWA8Wï :vÑ Ë ¨

.1 ôU8 :Èœ ¨X|ñ:u!œ «ñ         œ WA8Wï :vî…œ s"ñUÙ:uÖ W"UÙ VìU< :u! »W3Ëuî ˛          UïUAOï WëWÙ

 ÆXM:|uï vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

.2fl ôU8 :Èœ ¨X|ñ:u!œ«ñ          œ WA8Wï :vî…œ s"ñUÙ:uÖ W"UÙ »W3Ëuî :u! VìU< ˛           UïUAOï WëWÙ

 ÆXM:|uï vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!

x c=

x c=

x c=

′( )f x

′( )f x

c f c, ( )( )

c f c, ( )( )

 U|WA8Wï :u! vN3:u8 UOOÙUîËœ s:O|UÙW!

 Æñ…œWMO!             :v|…ËUî ‰

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" UïUMOzñUJ! 3

Æ            :v|…ËUî ‰ W|WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ :v|WA8Wï

 ∫WJ§:Oá¶<…œ Wè:uKÅ s:OìU8 UïdëñUî˛WÙ »

 s:O|UÙW! ËuîWÙ ‰ WO|dëW<UM:OÄ W|Ë«dÅU"«œx:u! ñUJOÅ WM!œ :v|WA8Wï :u! Wè:uKÅ s:O|UÙW! Æ

           WïWÙ UÙW! ËËœ ∫:vA:OëËUÙ «ñUJOÅ ‰ ÆWïWÙ            :v|…ËUî ˜Uïœ Ë                     U|WA:OëËUÙ

 Æ       ¨

 ∫WO:|ñ«u8 ‰ :vÑWz ÊUM|;ñ:uÙ:uÖ :v|W¶A8

 ñUJOÅ

f x x x( )= −1
2 sin

0 2,� π] [

0 2,� π] [

0 2,� π] [

′( )= −f x x1
2 cos

1
2 0− =cos x

x = π
3x = 5

3
π

x 0

− 1
2

− +

5
3
π 2π

− 1
2

π

−0

f 5
3

5 3 3
6

π π( ) +=0

π
3

0

f π π
3

3 3
6( ) −=

′( )f x

f x( )

 «Ë«dM:OLìW<4-2:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

f x x( ) =

�� �

v:O3:u8 s|d¶ëËuâ! ÈUÙW!
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WON3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî
WON3u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!



ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 :v|…ËUî ‰                          U|WA8Wï :u! vN3u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW!

]�2 ¨0[ ÆWJ!ñUî˛WÙ

.3cosx x− 1
2

Ë Ê«Ë ˛ :vJ:Oz ñWÙ :Èñ:u3 Ë vN3:u8 s:OOÙUîËœ s:OìU8 UïdëñU|œ ¨ÊUM|;ñ:uÙ:uÖ UïdJ¶<Ëñœ v¶AÄ

 U|WA8Wï ÆXO!œ vÙWïU< Ê«Ë s:O|UÙW!f Ë           ‰ W|WÙ vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!

  U|WA8Wï Ë ÆW|UÙW! ËWz W¶O!œfË ¨             ‰ W|WÙ vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

 WïUfiëW| ËWz

f π π
3

3 3
6( ) −=

x = π
3

x = 5
3
π

f 5
3

5 3 3
6

π π( ) +=

∫:vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

 U|WA8Wï :v|…ËUîW3 ñW§î«ñW! :v|WM:|Ëf:ÈË«dÅU"«œ :v|…ËUîWÇ Ë ©vMOÅ »®

u" ¨XOM:|uïœ ©vJ<Wë »® :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ v|…ËUîW3 Ë ©Èñ:u< »® :vJ:Oz

:ÈË«dÅU"«œ :vî…œ WìUâÑUï :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ uë ÈWJ! :vOMO§:O" v:OÅœ

ÆXO! VìU< :v| :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ :vî…œ …bîuë v| Ë ¨XO! »W3Ëuî :v| :ÈËËœ

 ôU8 ‰ bî:uë :u! ‰UâÑUï ˛ s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ ËWz ËE Æ

 s:O|UÙW! ËWz WM!œ :vìU8 :vÑ :v|:uÄ uë :Èb! u8 :ÈñW!x:ÈË«dÅU"«œ s:|ËWz

 Wïó:O!œ ÆdH< W"Wëœ ÈËËœE ôU8 Æ:ÈWA8Wï :u! :vï«;d:OÖñ…Ë
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f(x)=



1-4ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

1

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ3∫:vOÙUîËœ vëW|UÙW! ñWÙ ˜…œ ‰ WJ!ñUî˛WÙ ©Ëu!WÙ WëWÙ® :ÈË«dÅU"«œ :v|UÙW! ¨

f x x
x

( )
+

=
2

2 4

2f x x( ) ( )= cos π
4

3f x x( ) = −2

4

 UïUM:OÙ«;ñ ˛4 U"WÙ10WJ!ñU|œ :vïËu§L:Oë ˜…ñW! :v|…ËUî Ë :ÈWA8Wï UïËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî ¨

f x x x( ) = − +2 6 85f x xx( ) = −
3

4 3

7f x
x

( ) = 1
2

8f x x
x

( ) +
=

2

1

9f x x x( ) = −27 3100 2 2< < = −( )x f x x xπ ��� cos

6f x x( ) = cos 2

11

 UïUM:OÙ«ñ ˛11 U"WÙ13∫WJ!ñUî˛WÙ :ÈWA8Wï :u! Wè:uKÅ s:O|UÙW! ¨

f x x x( ) ( )= −2 312f x x x( ) ( )= −2 2 413f x x
x

( ) −
+

= 1
1

0 2< <x π
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14

 UïUM:OÙ«ñ ˛14 U"WÙ22˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî ©»® Æ…d:Oî˛WN! Wè:uKÅ s:O|UÙW! ©√® ¨

vN3u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW! UïdëñU|œ :u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" ©Ã® ÆWJ!ñU|œ :ÈWA8Wï Uïu§L:Oë

 ∫WMO!ñUJ!

f x x x( ) = −2 615f x x x x( ) = + −2 3 123 2

23

 UïUM:OÙ«;ñ ˛23 Ë24Ë :ÈWA8Wï UïËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî ©»® Æ…d:Oî˛WN! WèuKÅ s:O|UN! ©√® ¨

vN3u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW! UïdëñU|œ :u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" ©Ã® ÆWJ!ñU|œ :vïËu§L:Oë ˜…ñW!

 ∫WMO!ñUJ!

 Æ ©            :v|…ËUî ‰ …b! ÂUºïWz u8 :ÈñUë :vM¶!®

f x xx( ) = +
2

cos24f x x x( ) ( )( )= sin cos

25f x( ) (= cos2 x)26f x x
x

( )
+

= sin
cos1 2

16f x x x( ) ( )= −2 3

17f x x x( ) −=
5 5

5
18f x x( ) = −

2
3 419f x x( ) = − −5 5

20f x x
x

( ) = + 121f x x
x

( )
−

=
2

2 9
22f x x x

x
( ) − +

+
=

2 2 1
1

27

 UïUM:OÙ«ñ ˛25 U"WÙ38 :v|…ËUî ‰ vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! :ÈWA8Wï :ÈñWz WJ!ñU|œ ¨

 Æ«œ v|…ËUî vÑœ ÈË :v|…ËUîWÇ :vÄ ¨Wï ÊU| ¨W|WÙ

28

2930

a,�b] [
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0 2,� π] [



2-4 :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

Second Derivative Test

 v| …ËUîWÇ ˜Wz ÆñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰                          U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ …b! u8 :ÈñW!

 Æ            :v|…ËUî ‰ WìUâÑUï v| Ë           :v|…ËUî ‰ …bîuë

:u! bîuë ˛ …ËUîWÇ :vìU8 :ÈË ‰ uë ¨          ôU8 ‰ W|WÙ „W¶ãWJ:Oì :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ

 Æs|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ ‰UâÑUï

 bîuë Ë ‰UâÑUï

 ñWëWÙfXO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ XO! „W|WA8Wï

:vJ:Oz :v| :ÈË :ÈË«dÅU"«œ Ë ¨«œ ÈdëWÑ vëW|…ËUîœ

:v|…ËUîWÇ :Èœ Æ«œ È…ËUî vÑœ XO! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 v| :v|WA8Wï :ÈË‰UâÑUïWëWÙ :vì ¨«œ È…ËUî vÑœ XO!

¨«œ È…ËUî vÑœ XO! ÊËu§L:Oë ˜…ñW! :ÈË«dÅU"«œ

 v| :Èœ :ÈË :v|…ËUîWÇbîuë «œ È…ËUî vÑœ XO!

 ∫ZïUîñUz

•s:O|…ËUî Ê«Ë UïdëñU|œ

:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

XO! ‰UâÑUï v| «œ ˜Uïœ

 ÆXO!bîuë ÊU|

•s:OìU8 UïdëñU|œ

:v|…ËUîWÇ :u! :vï«;d:OÖñ…Ë

 Æ:vëW|WA8Wï

•:ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

UïdJMOì:uÄ :u! :ÈËËœ

:u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW!

:ÈWA8Wï vN3

 ÆsMOzœñUJ!

 ˜«ñ«“

Vocabulary

             ‰UâÑUïConcave

                  bîuëConvex

0 1,�] [

f x x x( ) = −2 23

0 0,�( )

−] [1 0,�

f ÈdëWÑ :v|…ËUî ‰ W|WÙ Ê«ñU3 ËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ WëW|WA8WïI Æ

.1 :v|…ËUîœ                 WëWÙI :È…ËUî ‰ XO! ‰UâÑUï v| :vA8Wï :v|…ËUîWÇ :Èœ ¨«œI Æ

.2 :v|…ËUîœ                  WëWÙI Æ«b|…ËUî vÑœ XO! bîuë v| :Èœ ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ Æ«œ ′′ <( )f x 0

′′ >( )f x 0

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ‰UâÑUï Ë bîuë UïdëñU|œ 1
 U|WA8Wï :u! ‰UâÑUï Ë bîuë s:O|…ËUî

 WJ!ñU|œ

 ñUJOÅ

 W¶O!œ :v|WA8Wï :v| :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 W¶O!œ :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ Ë

 Æ

 Æ            :vî…œ                  …ñU|œ U|

:v|…ËUî œ                  Ë                Ë                 «œ ÊU|…ËUî ËËœñWÙœ                  Èœ vëW8…ñ ‰

‰ …bîuë v| Ë             È…ËUî ‰ WìUâÑUï v| :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ uë †WëœñU|œ WÑWz Ë Æ«œ

 Æ              Ë                 ÊU|…ËUî ËËœñWÙ

∫ÈWJ! W¶8:uÄ «œ ÈW¶A8 vÑ œ Èñu! :vÑWz v:OÅœ u"

f x x x( ) = −1
16

3
2

4 2

′ = −( )f x x x1
4

3 3

′′ = −( )f x x3
4

2 3

′′ =( )f x 0x = ±2

′′ >( )f x 0−∞ −] [,� 2

−] [2 2,�−] [2 2,�

2,�+∞⎤⎦ ⎡⎣′′ <( )f x 0

−∞ −] [,� 22,�+∞] [

‰UâÑUï Ë bîuë UïdJOèU"

bîuë

‰UâÑUï

m = 0

f(x) = 2x3 -2x
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 U|WA8Wï :u! vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

:u! bîuë Ë ‰UâÑUï s:O|…ËUî vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ

 ÆWJ!ñU|œ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8 UïdëñU|œ 2

 W¶O!œ :ÈWA8Wï :u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 W¶O!œ :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ Ë

Ë           ‰                   ¨

‰ :̈vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ :v|…ËUîWÇ W¶O!œ ñ:u< :v|…ËUîWÇ

˜…ñW! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ uë XO!œñU|œ È…ËUîWÇ vÑ

:vJ:Oz :ÈË WÑWz ¨             :v|…ËUî ‰ WïËu!…b:|“

 ∫uë XMOÙWÖœ

 ñUJOÅ

x −∞ −2 2 +∞

′′( )f x

( )xf

+ +−

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :u! bîuë Ë ‰UâÑUï s:O|…ËUî ÆWJ!ñU|œ

 :v|…ËUîWÇ

.1f x x x( ) = − +4 24 1

 :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

® WïËuLï ‰ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ W|;ñWÖWÑ u" WëWÙ1:Èœ ©

:u! ‰UâÑUï ˛                       ôU8 ‰ …ËUîWÇ ËWz uë vMO!

:u! bîuë ˛                 ôU8 ‰ Ë ¨s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ bîuë

ÊôU8 ËËñWÙ ˛ :vJ:Oz ñWÙ Wïó:O!œ Æs|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ ‰UâÑUï

Ævï«;d:OÖñ…Ë ôU8

 sO|UÙW! Ê«ËWz :̈vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8 WM§! uë sO"ñ«ó§ìWÙ s:OìU8 UïdëñU|œ :u!x uë WJ!ñU|œ

 ÆX:O!Wï           ÊU|

− −( )( )2 2,� f

2 2,� f ( )( )

′′ =( )f x 0′′( )f x

 ÆWMOï           ÊU|                  :Èœ ¨XO! :vëW|WA8Wï Uï«;d:OÖñ…Ë ôU8                WëWÙc f c,� ( )( )′′ =( )f x 0′′( )f x

 WëWïdO!˛

X:OÑœ :vï«d:OÖñ…Ë ôU8 U|W<UM:OÄ ‰

„W¶ãWJ:Oì ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ

 Æ:vìU8 :vÑ pMì XO!WÙ

′′ =( )f x 0

−∞] ], 0

 WëWÙfôU8 ‰ XO!WÙ „W¶ãWJOì :ÈË :v|…ËUîWÇ WëWÙ Ë ¨XO! Â«Ë…œñW! UëW|WA8uï

‰ …ËUîWÇ WëWÙ :̈ÈË :v|…ËUîWÇ :u! Ë :ÈWA8Wï :u! :vï«d:OÖñ…Ë ôU8 W¶O! :Èœ WìU8 ËWz ¨

 Æs|;ñ:uÙ:uÖ W"UÙ ‰UâÑUï :u! bîuë ˛ ÊU| ¨bîuë :u! ‰UâÑUï ˛ :vìU8 :vÑ

c f c,� ( )( )

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 U|W<UM:OÄ

 «Ë«dM:OLìW<4-3:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

�� �
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x = 1 x = 0

f (x) = x4 - 2x3

f’’(x) = 12x2 - 12x

f’(x) = 4x3 - 6x2

cc



:vA8Wï :v| :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ Èœ vëW8…ñ ‰ Æ«œ È…ËUî vÑœ WìUâÑUï :v| :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ

…bîuë v| :vA8Wï :v|…ËUîWÇ uë XOMOÙWÖœ :vJ:Oz :ÈË WÑWz Ë ¨          :v|…ËUî ‰ WïËu§L:Oë ˜…ñW!

WÑWz Ë           ôU8  ‰ s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ bîuë :u! ‰UâÑUï ˛ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ Æ«œ È…ËUî vÑœ

:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ ¨Èœ :vëW8…ñ ‰ Æ:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 W¶O!œ WìU8 ˜Wz uë †WëœñU|œ :vJ:Oz :ÈË

WìUâÑUï :v| :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ uë †WëœñU|œ WÑWz Ë «œ             :v|…ËUî œ WïËu!…b:|“ ˜…ñW!

WÑWz Ë           ôU8  ‰ s|:uÙ:uÖ W¶:OÙœ ‰UâÑUï :u! bîuë ˛ ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ Æ«œ È…ËUî vãœ

 Æ:vï«;d:OÖñ…Ë üU8 W¶O!œ WìU8 ˜Wz uë †WëœñU|œ :vJ:Oz :ÈË

:u! †Wëœ :v|ñUJ|ñUÙ :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ ¨ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ UOìUâÑUï Ë bîuë UïdJOèU" ÈñU!ñW<

 ÆÊU|UÙW! s|d¶ëËËuâ! Ë ÊU|UÙW! s|d¶ï“Wî ˜Uï ‰ vN3 :u8 sOOÙUîËœ s:O|UÙW! UïdJMOì:uÄ

 ôU8 s:OO<ËUÙ ‰ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ UïËu!bîuë uë :vO¶<«ñ :ÈË ñW< ‰ XO!œ X<W§¶AÄ WïdJOèU" ˜Wz

        X:OÑœ ¨                :vî…œ:v|…ËUîWÇ UïËu! ‰UâÑUï U<…ËñWÙ Ë vN3 :u8 v|UÙW! s|d¶ï“Wî W¶O§!

vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! W¶O§!         X:OÑœ ¨                :vî…œ                ôU8 s:OO<ËUÙ ‰ ÈWA8Wï

 U|WA8Wï :u! vN3 :u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW!

 Æ…d:Oî˛WN!

 W‡‡‡‡‡ïËu/:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" UïUMOzñUJ! 3

 ∫W¶O!œ :ÈWA8Wï :u! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

:ÈË«dÅU"«œ Ë

  W¶O!œ ÈWA8Wï :u! :ÈËËœ

           Ë           Ë            :vî…œ

    X|dÖœñ…Ë vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! WA8Wï

Æ                                                                :vî…œ

:Èœ         :vî…œ X|dÖœñ…Ë vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî WA8Wï Ë

Æ         ‰ vN3u8 UOÙUîËœ UïdëñU|œ :u!˛ XO!Uï v¶ãWëñW< ÊdJOèU" «ËWì ¨                 vJïuÇ Ë

Ë WïËu!…b:|“ ˜…ñW! :ÈË v¶AÄË           ÈñW! g8Wï uë XO!ñU|œ «œ WMO!ñUJ! :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 ÆWMOï vN3:u8 UOÙUîËœ :v|UÙW! :vìU8 :ÈË ‰ uë †WëœñU|œ WÑWz

f x x x( ) = − +3 55 3

f
x

x
x

(
) =

−
+

3
5

5
3

 ñUJOÅ

üU8

:v|d:|bÑUÇ

ñW< ‰ :vMOìuëWÑ vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ                            U|WA8Wï :u! :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

 ÆWJ! :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ UOìUâÑUï Ë bîuë

.2f x x x( ) = − +4 32

Æ                s:OO<ËUÙ ‰ WO|dëW<UM:OÄ W|           Ë †Wëb8U<                 WëW|WA8Wï

.1¨XOM:|uï :ÈWA8Wï :u! vN3 :u8 v|UÙW! s|d¶ëËuâ!                ôU8 :Èœ ¨                WëWÙ

 Æ«b:OìUâÑUï ˜Uïœ W¶OÑWëœ WìU8 ËWz vJïuÇ

.2vJïuÇ XOM:|uï :v|WA8Wï :u! vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî                ôU8 :Èœ ¨                WëWÙ

 Æ«b:|bîuë ˜Uïœ W¶OÑWëœ WìU8 ËWz

:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" X:OÑœ ¨X:OÙUï d:OJ! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" ¨                  WëWÙ

 ÆsMO!ñUJ!

c f c,� ( )( )
c f c,� ( )( )

c f c,� ( )( )

0 0,�( )

2,�+∞] [

c f c,� ( )( )′ =f c( ) 0

′ =f c( ) 0

f c( )

f c( ) c f c,� ( )( )

f x( )′′f x( ) ′ =f c( ) 0

′′ >f c( ) 0

′′ <f c( ) 0

′′ =f c( ) 0

′ = − + = −( ) ( )f x x x x x15 15 15 14 2 2 2

′′ = − +( ) ( )f x x x30 2 3

′ =( )f x 0x = −1x = 0

x = 0

x = 0

x =1

x = −1

1x = −

′′ − = − − + − = >( ) ( ) ( )( )f 1 30 2 1 1 30 03

′′f

′′ =( )f 0 0

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :u! vN3 :u8 s:OOÙUîËœ s:OìU8 Æ…d:Oî˛WN! .3f x x( ) = −5 0. x315

:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

 WJ! vMO§:O"

Ë           Wì WëWA8Wï

 ÆW|WÙ v"ËWJ:Oì

x = 0x = 2

vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî ôU8

s|d¶ëËuâ! ôU8

vN3 :u8 :v|UÙW!

128 :vÅW!4:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!

]0, 1[

(1, -1)

(1)= 30 (-2 ™ 1 3 +1) = 30 < 0



2-4ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

1

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ4 ÆXO!bîuë U| XO! ‰UâÑUï v| «b:O" :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ uë WJ!ñU|œ ÈdëWÑ s:O|…ËUî Ê«Ë ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛5 U"U"WÙ11:u! bîuë Ë ‰UâÑUï s:O|…ËUî Ë ¨WJ!ñUî˛WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8 ¨

 ÆWJ!ñU|œ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ

2

34

5f x x x x( ) = − +3 26 126f x x x( ) = + 3

8f x x( ) = sin
2

0 4,� π[ ]9f x
x

( )
−( )

= 1

2
cos π

7f x x
x

( )
+

=
2 1

 UïUM:OÙ«;ñ ˛12 U"WÙ17¨…d:Oî˛WN! ›UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë s|d¶ï“Wî¤ vN3u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW! ¨

ÆËu! «bïUOÅœ W| WëWÙ :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïUMOzñUJ!

12f x x x( ) = − +4 34 213f x x( ) ( )= − − 5 214f x x( ) = −
2
3 3

15f x x( ) = +2 116f x x
x

( ) = + 417f x x x( ) = −cos

:v|…ËUî ‰0 4,� π[ ]] [ :v|…ËUî ‰

10f x x x( ) = +sin cos0 2,� π[ ]11f x x x( ) = + 2cos :v|…ËUî ‰0 2,� π[ ] :v|…ËUî ‰

129 2-4:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"



 ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

f  vëW|WM:|Ë® vëW|…ËUîWÇ ÆWïËu!…b:|“ ˜…ñW! UëW|WA8Wï :ÈË :ÈË«dÅU"«œ Ë WëW|WA8Wï

 :u! ©ÈdJï:Ëñf≠∫:vî…œ WA:OJ!

18

f :u! vëW|…ËUîWÇ ÆWïËu§L:Oë ˜…ñW! UëW|WA8Wï :ÈË :ÈË«dÅU"«œ Ë WëW|WA8Wïf≠∫:vî…œ WA:OJ! 19

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇf Ë                 :vî…œ †d~! WÑ:u‹!                ôU8 WA:OJ!

 Æ:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 W¶O!Wï

20

′ <f 0′ >f 0

′ <f 0′ >f 0

′′ =f c( ) 0c f c,� ( )( )

CGÜ

CGÜ

:ÈñWz ÆWJ!ñU|œ ÈWM:|Ë ñW< ‰ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 Ë ¨WJ!WM:|Ë                  U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 ÆWJ§ï:Ëñ u8 Uç<ñW! ø«œ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8œ WO|dëW<UM:OÄ v|            :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

21

 s:O|UÙW!a Ëb Ëc Ëd v|Uº:O< U|WA8Wï :vî…œ ¨WJ!ñUî˛WÙ

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 Ë          ôU8 ‰ XO!WÙ UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë           ôU8 ‰ XO!WÙ s|d¶ï“Wî

 Æ           ôU8 ‰ XO!WÙ

22

 ∫:vë:Ëdã U| :Èñ«u8 WM"UÙp:Oz UOÙ«bMK! ‰ ËWz :vî…œ dë :Èñ«u8 WM"UÙ » X<…œ :vëW|Wë:Ë;dã

 UO|ñËËœ ‰ Ë ñW¶Oî:uKOë4…b! u8 :ÈñW!¤ Ëu! :vïU8Wë:Ëdã ›Ãñbî¤ :ÈË…d:|ñ ˛ Ê«ñW¶:Oî:uKOë

 Æ ›ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

23

′′( )f x

f x x( ) = 3

f x ax bx cx d( ) = + + +3 2

3 3,�( )5 1,�( )
4 2,�( )

 Uº:O< U|WA8Wï

:v|…ËUî ‰ :vë:Ëdã :ÈË…d:|ñ ËWz uë WJ!ñUî˛WÙ

 Æ:Èñ«u8 W¶:OÙœ :vî…œ XM:|uïœ

CGf x ax bx cx d( ) = + + +3 2

s|d"“WK! :Èœ :vë:Ëdã «ñ«u8 WM"UÙ :Èñ…b:Oë ‰

 øXO! «dJ:O"

Ü

  WëWÙ ∫WJ!ñU|œ :Èñ«u8 ‰ UÑWz Ë XO! ÈUº:O< UëW|WA8Wï3¨s!WÙ «œu3 Ë v¶<«ñ s|ñUJOÅ

   :v<ñWÙ :v|«dJ:O" W¶O!œ    :vìU8 :ÈË :v|:uÄ Ë XO!WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 :Èœ :ÈWA8Wï :ÈËWz

 Æ:vA8Wï s:|ñUJOÅ

24

 ÆW|WÙ vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 p:Oz :vM¶! ÈUº:O< U|WA8Wï vëW|…ËUîWÇ ñWÙ 25

ôU8 Ë ¨          :vî…œ WìUâÑUï v| Ë ¨          :vî…œ …bîuë v|               U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 Æ           :vî…œ W|WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë

26

 øW¶<Ëñœ U|Wï ÊU|W¶<Ëñœ UïUM:OÙ«;ñ ˛25 U"WÙ28Ë ÆWJ§ï:Ëñ ¨XO! X<Ëñœ U|W¶<ñ WëWÙ WJ!ñU|œ ¨

 ÆWMOLìWfi! :vëW|WïËuLï …˛œ » ¨XO! X<Ëñœ U|Wï WëWÙ

f x
x

( ) = 1x < 0x > 0

x = 0

 :v|…ËUîWÇ ¨                 WëWÙf Æ         :vî…œ XO! ‰UâÑUï v| :Èœ 27

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ  ¨                 WëWÙf Æ         :vî…œ XO!WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8 :Èœ 28

′ >( )f c 0x c=

x = 2 ′′ =( )f 2 0

−[ ]4 0,�

c f c,� ( )( )

130 :vÅW!4 Æ:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!

c

x



:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

 :ÈWA8Wï :v"WHO< ñW< ‰ :vMOìuëWÑ Wï«Ë ˜Wz

 :vî…œ †Wëœx ÊU| XO!œ…b:|“ vÙUîËb:O!

: ¨Ê;d!œñ…œ È…u:OÅ vÑ » Ë ÆXO!œ r:Oë

©              ® ÊU|                :vî…œ

 Æ†WëœñU|œ                      U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

 vJ|e:Oï         :v|UÙW! uë †WëœñU|œ Ë3 Æ:vOÙUîËb:O! :u! XO!œ r:Oë ÊU| XO!œ…b:|“    :vî…œ XO!œ

 ÆñU|œ :Èñ«u8 ‰ „…Ë ñWÙ :vîUºïWz :vÑ WOÙW~! È…ñUî˛ UO:|;ñ » v:OÅœ u"

 v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

 :vî…œ XO!œ         :vK:OÙW¶<«ñ vJ|e:Oï :vA8Wï :v|…ËUîWÇ uë ¨X|œ                    U|WA8Wï ‰ Wîx

 WK:OÙW¶<«ñ ˜Wz Êó:O!œ ÆXO!œ…b:|“ ñËuMfi:O!W|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ Æ:v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :u!

 vJ|e:Oï         :v|UÙW! uë †WëœñU|œ W¶A83 :vî…œ XO!œxXO!œ …b:|“ ñËuMfi:O!

 ÊU|xñW< ‰ :vOÙUîËb:O! ‰ ÊUºïUîñUz ËËœñWÙ Ê«Ë Æ                XO!œ r:Oë ñËuMfi:O!

sOfiOçï :Èœ Èñ«u8 ‰ :v|…u:OÅ

 Ë

 :vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

Limits at Infinity
3-4

 ZïUîñUz

•‰ s|dëñU|œ s:OºïUîñUz

 ÆÊd:Oî˛WÙœ :vOÙUîËb:O!

•:u! :Èu<Uz s:|ñUMëñ…œ

:vA8Wï :v|…ËUîWÇ

 Æs!WÙ WëWÙ ÊWëœñU|œ

•s|dëñU|œWï s:OºïUîñUz

:vOÙUîËb:O! ‰

 ÆÊWëœñUî˛WÙ

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

AsymptotesHorizontal

 vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

x → −∞

f x x
x

( )
+

= 3
1

2

2

f x( )

xXO!œ…b:|“ vÙUîËb:O!xXO!œ r:Oë vÙUîËb:O!

 vJ|e:Oï3XO!œ vJ|e:Oï3 XO!œ

VìU< UOOÙUîËb:O! ‰          :vºïUîñUz

x

f x( ) 3← 2 9997. 2 9997. → 32 97. 2 97.1 5. 1 5.

−∞ ← −100 −10 −1 0

0

1 10 100 → +∞

f x( )f x( )

f x( )

f x( )x → +∞( )

x → +∞( )

x → −∞( )

lim
x

f x
→−∞

( ) = 3

»W3Ëuî UOOÙUîËb:O! ‰         :vºïUîñUz lim
x

f x
→+∞

( ) = 3

f x x
x

( )
+

= 3
1

2

2
y = 3

 :vî…œ ¨         U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :u! v|:u<Uz :ÈñUMëñœ W¶O!œ          :vK:OÙW¶<«;ñ

 ÊU|

y a=f x( )lim
x

f x a
→−∞

( ) =

lim
x

f x a
→+∞

( ) =

x

Vertical Asymptotes

  uë ¨         ‰ WïUºïUîñUz s:O"WHO< „…Ë :vOÙUîËb:O! ‰ ÊUºïUîñUz s:O"WHO<c Uë…ñUî˛

  ∫WïWÙ ñU!ñW< s:O"WHO< „…bMÙ U<…Ë ñWÙ Ë ÆWOO¶<«ñ

x c=

v|:u|Uz :ÈñUMëñ…œ U|W<UM:OÄ

f x( )

131 3-4:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz



• WëWÙr :Èœ ¨XO! »W3Ëuî W| È…ó:|ñ UëW|…ñUî˛

• ñWëWÙrs:O|   s:O|UÙW! ‰ XO! ÈdëW<UM:OÄ U|      Ë ¨XO! »W3Ëuî W| È…ó:|ñ UëW|…ñUî˛

 :Èœ ¨VìU< Æ

xr

lim
x r

c
x→−∞

= 0

lim
x r

c
x→+∞

= 0

Æ                      …d:Oî˛WN! vºïUîñUz :vÑWz

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vOÙUîËb:O! ‰ :vºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ 1

 ÆvfiOçM! v:OÅœ u" ¨d¶A:OÄ «Ë«dMOLìW< Ë ÊUºïUîñUz s:O"WHO< ˜ËËœ ‰

lim
x x→+∞

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5 2
2

 ∫ñUJOÅ

lim lim lim
x x xx x→+∞ →+∞ →+∞

− = = − =⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−5 5 02 5 2
2 2

55

…d:Oî˛WN! :vºïUîñUz :vÑÆ

:̈v|ñU|œWï Uï«œô :u! uJïUz :̈ÈñUO<dÄ :vÑ UïdëñUJOÅ :u! ÆñU|œWï s:O|…ñU! ˛ „W|…ñU! W¶O!œ WÑWz

 ñW< ‰ WJ§ÅW!«œ È…d:|˛ Ë v|…ñW< ˛ vJ:Oz ñWÙx Æ

 :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ         :vK:OÙW¶<«ñ U<…ËñWÙ

˜ËËœ ‰ WëWÙ ÆÆ:v¶<«ñ :v8…ñ ‰ :v|WA8Wï :u! v|:u<Uz

 :vî…œ v:|;ñW~! :ÈWA8Wï :vºïUîñUzx ¨XO!œ r:Oë ñËuMfi:O!

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vOÙUîËb:O! ‰ :vºïUîñUz UïdëñUî˛WÙ 2

 :vî…œ XOÇœ       ·…ñW! …d:|˛ Ë …ñW< p:Oz ñWÙ uë :Èb! u8 :ÈñW!xÆXO!œ …b:|“ ñËuMfi:O!

lim
x

x
x→+∞

−
+

2 1
1

 ñUJOÅ

lim
lim

limx
x

x

x
x

x

x→+∞
→+∞

→+∞

−
+

=
−( )

+( ) →
+∞2 1

1

2 1

1 ++∞

üU8

:v|d:|bÑUÇ

…d:Oî˛WN! :vºïUîñUz :vÑWz Æ .1lim
x x→+∞

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5 2

+∞

lim lim lim
x x x

x
x

x
x

x
x

x
→+∞ →+∞ →+∞

−
+

=
−

+
=

−
2 1

1

2 1

1

2 1

11 1+
x

lim lim

lim lim
x x

x x

x

x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

−

+
−
+

=
2 1

1 1
2 0
1 0

== 2

y = 2

x

˛ :ÈWA8Wï :u! v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ È˛ ËWz          :vK:OÙW¶<«ñ Ë                      uë vMO! :Èœ

 Æ:vÄWÇ :v8…ñ

üU8

:v|d:|bÑUÇ

∫…d:Oî˛WN! :vºïUîñUz :vÑWz .2lim
x

x x
x x→−∞

− +
+ −

3 2 2
2 3 2

2

2

lim
x

x
x→∞

−
+

=2 1
1

2y = 2

 UHî

Wï vë…“«u:OÅ vÅu" u" :vî…œ

 U|WïËuLï ‰ „…Ë ¨v! ÈdëñU|œ2¨
‰ WJ§ÅW!«œ v|…d:|˛ Ë v|…ñW<

‰ «ËWz    «e:OÙ s|d"bMK! ñW<

 ÆÈ…d:|˛

:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

x

p:O"Uë

p:O"Uë

132 :vÅW!4Æ:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



.1:ÈñUMëñ…œ W¶O! :Èœ           :vK:OÙW¶<«ñ ¨XO! d" r:Oë È…d:|˛ U|WKÄ ˛ È…ñW< U|WKÄ WëWÙ

 Æ:ÈWA8Wï :ÈË :u! v|:u<Uz

.2:ÈË :u! v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ              :vK:OÙW¶<«ñ ¨XO! È…d:|˛ U|WKÄ vïUfiëW| È…ñW< U|WKÄ WëWÙ

 :vî…œ Æ:v|WA8Wïa Ë ¨È…ñW< :u! XO! vë…ñW< :v|WJì:uëËUÙb :u! XO! vë…ñW< :v|WJì:uëËUÙ ÆÈ…d:|˛

.3 ÆWMOï v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ :ÈWA8Wï :ÈËWz ¨XO! d"…b:|“ È…d:|˛ U|WKÄ ˛ È…ñW< U|WKÄ WëWÙ

y a
b

=

y = 0

 ∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OºïUîñUz :v<ñWÙ ÊUÑ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ∫È…ó:|ñ s:O|WA8Wï :v< UïdëœñË«ñW! 3

 ÆWJ§ÅW!«œ      ñW< ‰ È…d:|˛ Ë È…ñW<

 ñUJOÅ

lim lim lim
x x x

x
x

x
x

x
x

→+∞ →+∞ →
+
+

+

+
= =2 5

3 1

2 5

3 12

2

2

2
++∞

+

+
+
+

= =
2 5

3 1
0 0
3 0

2

2

0
x x

x

lim
x

x
x→+∞

+
+

2 5
3 12

lim
x

x
x→+∞

+
+

2 5
3 1

2

2
lim

x
x
x→+∞

+
+

2 5
3 1

3

2
Ü

Ü

ê

ê

CG

CG

 ÆWJ§ÅW!«œ      ñW< ‰ È…d:|˛ Ë È…ñW<

lim lim lim
x x

x
x

x
x

x
x

→+∞ →+∞
+
+

+

+
= =2 5

3 1

2 5

3 1

2

2

2

2

2

2
xx

x

x
→+∞

+

+
+
+

= =
2 5

3 1
2 0
3 0

2
3

2

2

 ÆWJ§ÅW!«œ      ñW< ‰ È…d:|˛ Ë È…ñW<

Ë XO!œ …b:|“ ñËuMfi:O! …ñW< vJïuÇ ¨WO|dëñU|œ v|Wï :vO:O< :vºïUîñUz uë XO!œ ñU|œ W" :u!

 Æs|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙUï Ë XMOîœ ;ñ:uÖWï È…d:|˛

lim lim lim
x x x

x
x

x
x

x
x

→+∞ →+∞
+
+

+

+
=2 5

3 1

2 5

3 1

3

2

3

2

2

2
→→+∞

+

+

+∞=
2 5

3 1 3

2

2

x
x

x

x2

x2

x2

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :ÈñWzW" Uç<ñW! WëWÙ øW|WÙ v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ

 ÆWfiOçM! ÈñUMëñ…œ ÈË UA:OëËUÙ ¨Ëu! :vìW!

.3f x x x
x x

( ) −
−

= 5 2
2

3 2

3

:ÈWA8Wï :v|…ËUîW3 v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ         :vK:OÙW¶<«ñ WëWÙ ∫dë :vÑ UOMO§:O" W" d¶A:OÄ s:O|WïËuLï ‰

U| WÑWz Æ:vÄWÇ :v8…ñ ‰ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ ËWz U<…ËñWÙ :̈v¶<«ñ :v8…ñ ‰ XO!

‰ „…Ë ñWÙ ¨W¶<Ëñœ U|Wï Èœ s:O|WA8Wï „…bMÙ :u! :vì ¨È…ó:|ñ s:O|WA8Wï ËuîWÙ :u! W¶<Ëñœ

 U|WïËuLï4 ÆXO!œñU|œ

y a=

È…ó:|ñ s:O|WA8Wï :u! v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ UïdëñU|œ

133 3-4:v:OÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

=+ 8



üU8

:v|d:|bÑUÇ

 ÆWfiOçM!                          U|WA8Wï :u! v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

:v¶<«ñ :v8…ñ ‰ È:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ              Uº:OÑ

 ÆvÄWÇ :v8…ñ ‰ v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ                  Uº:OÑ

.4f x x

x
( ) −

+
= 5 3

3 22

:u! v|:u<Uz s:|ñUMë…œ ËËœñWÙ s:O|WA:OëËUÙ ËËœñWÙ Ë Æ…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ vëWºïUîñUz ñWÙ

WfiOçM!                        U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ WïWÙ «œu3 s:O| v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ ËËœ :vëW|WA8Wï 4

vfiOçM! v:OÅœ u"            WëWÙ

 ñW< ‰ È…d:|˛ Ë v|…ñW< WëWÙxÈWJ§ÅW!«œ

 ≠∫:Èœ

 ñUJOÅ

lim lim lim
x x x

x

x

x
x

x
x

→+∞ →+∞ →+∞

−

+

−

+
= =3 2

2 1

3 2

2 12 2

33 2

2 1

3 2

2 1
3 0
2 0

3
2

3 2
22

2
2

−

+

−

+

−
+

= = = =
→+∞

x

x

x

x

x

x
lim

lim lim lim
x x x

x

x

x
x

x
x

→−∞ →−∞ →−∞
−

+

−

+
= =3 2

2 1

3 2

2 12 2

33 2

2 1

3 2

2 1
3 0
2 0

3
22

2 2

−

− +

−

− +

−
+

= = − = −
→−∞

x

x
x

x

x

x
lim == − 3 2

2

lim
x

x

x→+∞
−

+

3 2

2 12

lim
x

x

x→−∞
−

+

3 2

2 12
Ü

Ü

CG

CGx > 0x x= 2

 ñW< ‰ È…d:|˛ Ë È…ñW< WëWÙ ¨                 vfiOçM! v:OÅœ u" ¨         WëWÙxWJ§ÅW!«œ

≠∫:Èœ

x < 0x x= − 2

‰ s|dëñU|œ Wï s:OºïUîñUz

 :vî…œ ¨s!Uï ÈdëñU|œ UëWºïUîñUz vJ|e:Oï Ê«Ë s:O|UÙW! ¨WïWÙ WA8Wï „WìWÖxXO!œ …b:|“ñËuMfi:O!

s:O"WHO< UïdJfi4W! :u! :Èñ«u8 ‰ s:O|W<UM:OÄ Æñ«œ…œ«ñ s:O|WA8Wï ¨ÊU|WA8Wï ÊUÑ ˛ ÆXO!œ r:Oë ÊU|

 Æ       ‰ Èœ s:Oï«Ë :u! ÊU| sMOzœñUJ! ñ«œ…œ«ñ s:O|WA8Wï

±±∞∞

±∞

.1 UMOfiOçï :vî…œ XO!œ …b:|“ ñËuMfi:O!         :v|UÙW! uë †;d!œñ…œ :ÈËWzx

 ÆXO!œ …b:|“ ñËuMfi:O!

.2 UMOfi:Oçï :vî…œ XO!œ r:Oë ñËuMfi:O!         :v|UÙW! uë †;d!œñ…œ :ÈËWzx

ÆXO!œ r:Oë ñËuMfi:O!

lim
x

f x
→+∞

( ) = +∞f x( )

f x( ) lim
x

f x
→+∞

( ) = −∞

y x

x
= −

+

3 2

2 1
2

y = 3 2
2

y = −3 2
2

 sOfiOçï ËËœñWÙ Ë ÆÊdëW<UM:OÄ WM:OÙœ :vJ:|ñ p:Oz » lim
x

f x
→−∞

( ) = +∞lim
x

f x
→−∞

( ) = −∞

 ‰ s|dëñU|œWï s:OºïUîñUz U|W<UM:OÄ±±∞∞

‰ È:u<Uz ÈñUMëñ…œ

:v¶<«ñ :v8…ñ

‰ :È:u<Uz :ÈñUMëñ…œ

:vÄWÇ :v8…ñ

134 :vÅW!4 Æ:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



 Æ…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz s:OîUºïWz

ÊUîWÙ        ‰                           U|WA8Wï s:O"WHO< uë ÊWëœñU|œ :ÈËWz WïWîUºïWz ˜Wz

» v! ÊUºïUîñUz :Èñu3 vÑ Èd:Oã œ …bM|Uz s:O|Wï«Ë ‰ ÆWïWÙ                       U|WA8Wï s:O"WHO<

:v|…ËUîWÇ :u! Èñô :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ                 q:OÙW¶<«ñ uë XO!œñU|œ Ë :̈vïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë

 ÆXO!œñU|œ ÈñW< :v|WM:|Ë ‰ „…Ë :v|WA8Wï

 Æ ∫WJ§ÅW!«œ È…d:|˛ ñW< ‰ È…ñW<

 W‡‡‡‡‡ïËu/‰ s|dëñU|œWï s:OºïUîñUz UM"ñUî˛WÙ 6

 ñUJOÅ

 ∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz

 :vî…œxXO!œ…b:|“ ñËuMfi:O!      :Èœ ¨XO! …b:|“ ñËuMfi:O!

 XO!œ WÑWz Ë

 :vî…œxXO!œ WÑWz Ë XO! r:Oë ñËuMfi:O!      :Èœ ¨XO! r:Oë ñËuMfi:O!

 U|WA8Wï :v|…ËUîW3 ÆXMOLìW<œ ÊUîUºïWz ÊUÑ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ‰ s|dëñU|œWï s:OºïUîñUz UM"ñUî˛WÙ 5

 ñUJOÅ

üU8

:v|d:|bÑUÇ

 Æ…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz s:OîUºïWz .5

üU8

:v|d:|bÑUÇ

 ∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz .6

2 4
1

6
1

2
2 6x x

x x
x−

+ +
= − +

lim
x

x
→−∞

3 Ü

Ü

CG

lim
x

x
→+∞

3 CG

lim
x

x x
x→−∞

−
+

2 4
1

2 Ü

lim lim
x x

x x
x x

x
→−∞ →−∞

−
+ +( )= − + = −∞2 4

1
6

1

2
2 6 Ü

lim
x

x x
x→+∞

−
+

2 4
1

2 CG

lim lim
x x

x x
x x

x
→+∞ →+∞

−
+ +( )= − + = +∞2 4

1
6

1

2
2 6 CG

lim
x

x
→−∞

2 lim
x

x
→+∞

2

lim
x

x x
x→−∞

−
+

2 4
1

2

lim
x

x x
x→+∞

− − +
−

2 1
1

2

±±∞∞

±±∞∞

x3

lim
x

x
→+∞

= +∞3

x3lim
x

x
→−∞

= −∞3

f x x( ) = 3

f x x x
x

( ) −
+

= 2 4
1

2
±∞

g x x( ) = −2 6

y x= −2 6

CGÜ

CGÜ

135 3-4ÊUOOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz



 ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ1 ¨2 ∫WJ§ï:Ëñ u8 :È“«u:OÅ »

3-4ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

1lim
x

f x
→+∞

( ) = 42lim
x

f x
→−∞

( ) = 2

  ∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OîUºïWz

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ‰ v|WÅ:u~:O< s:O|WA8Wï s:OºïUîñUz UM"ñUî˛WÙ 7

 ñUJOÅ

lim sin
x

x
x→+∞

Ü lim sin
x

x
→+∞

CG

 :v|UÙW! :vî…œx Ë      «ñW§ÑUï ‰         U|WA8Wï :v|UÙW! ¨XO!œ…b:|“       :ÈW¶<«ñUz »1

 ÆWMOï                 «ñËWì ÆXO!œ …ñU!Ëœ Â«Ë…œñW!

 vJïuÇxXOÇœ      ˜…ñW!

 ∫:Èœ

 Ë

ËËœ «Ë«dM:OLìW< ˜ËËœ ‰ Uº:OÑ

 :Èœ ÃñWî

:v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…Ë ñWÙ

 ÆñW§î«ñW!

Ü

CG+∞sin x−1

lim sin
x

x
→+∞

− ≤ ≤1 1sin x

x > 0+∞
− ≤ ≤1 1
x

x
x x

sin

lim
x x→+∞

− =1 0lim
x x→+∞

=1 0

lim sin
x

x
x→+∞

= 0

üU8

:v|d:|bÑUÇ

∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OîUºïWz .7lim cos
x

x
x→+∞

lim cos
x

x
→+∞

CGÜ

±±∞∞

 UïUM:OÙ«ñ ˛3 U"WÙ6s:|ñUMëñ…œ UïUMOzñUJ! :vëW|WA8Wï ñWÙ :v|…ËUîWÇ ¨

∫WJ!ñU|œ v|:u<Uz

CGÜ

136 :vÅW!4:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



3f x x
x

( )
+

=
2 2

4f x x
x

( ) 3
2

2

2 +

5f x x x
x

( ) − +
+

= 2 3 5
1

2

2
6f x x

x
( )

+
= +2

2

4 1

êO

7f x x x( ) = − +5 3 103 2

8lim
x

x
x→+∞

−
+

2 1
3 2

9lim
x

x
x x→+∞

+
− +

3 2
9 3 7

3

3 2

10lim
x

x
x→+∞ +
5

3

2
11lim

x
x

x→−∞
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
2

4
2

12lim
x

x

x x→−∞ −2
13lim cos

x x→+∞
1

14lim
sinx x x→+∞ +

1
2

15lim sin
x

x
x→+∞
2

:vî…œ ¨…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz :vîUºïWz

 UïUM:OÙ«ñ ˛8 U"WÙ15 Æ…d:Oî˛WN! Èdë“«u8«œ :vºïUîñUz ¨

CGlim
x

f x

x→+∞

( )
2

lim
x

f x

x→+∞

( )
3

lim
x

f x

x→−∞

( )
4

Üê

 UïUM:OÙ«;ñ ˛17 U"WÙ22Ê«ñUMëñ…œ Ë :vïËu! :v3ËUÙ Ë ¨Ê«ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ ÊUM|;d!ËËœuJ:Oz ¨

 ÆWJ!ñU|œ

ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

f‰ XO! «bïUOÅœ U| WëWÙ …d:Oî˛WN!                Æ†Wëb8U<                      Ë Wî«Ë…œñW! WëW|WA8Wï

 ∫:Èñ«u8 ‰ s:O|…ñU! ËËœñWÙ

16

 U|WA8Wï :v|…ËUîW3f :Èñ…ËW" ‰WÖœ WO:O3ËUÙ v|y Æ

 U|WA8Wï :v|…ËUîW3f Æ†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ WO:O3ËUÙ v|

CG

Ü

lim
x

f x
→+∞

( ) = 5lim
x

f x
→−∞

( )

17f x x
x

( ) +
−

= 2
1

18f x x
x

( )
−

=
2 4

19f x x
x

( )
−

=
2

2 9

20f x
x

( ) = −2 3
2

21f x
x

( ) = +3 222f x x

x
( )

−
=

2 4

 øW¶<Ëñœ U|Wï ÊU| W¶<Ëñœ ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰23 u24U|W¶<ñ U|…˛«ËW¶<…œ WëWÙ WJ!ñU|œ ¨

 ÆWMOLìWfi! :vëW|WïËuLï …˛œ » XO! X<Ëñœ U|Wï ñWëWÙ Ë ¨WJ§ï:Ëñ :ÈË :v|:uÙ ¨XO! X<Ëñœ

 :v|UÙW!                 WëWÙx U|WA8Wï :Èœ ¨XO! bïWÇ ñWÙf ÆXO! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! ñuMfi:O! 23

 :v|UÙW!                 WëWÙx U|WA8Wï :Èœ ¨XO! bïWÇ ñWÙf ÆXO! ÊËu§L:Oë ˜…ñW! ñËuMfi:O! 24

′ >( )f x 0

′ <( )f x 0

137 3-4:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz



 vÅW! UçOï UïËuî“WzvÅW! UçOï UïËuî“Wz

‰UâÑUï U| «b:O" WA8Wï uë ÈdëWÑ s:O|…ËUî Ë ¨WJ!ñU|œ :Èñ«u8 ‰ UëW|WA8Wï ñWÙ :u! :vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8

∫WJ!ñU|œ XO! bîuë ÊU|

3

 s:O|UÙW!a ¨b ¨c:v¶ãWJ:Oì Ë             ‰ W|WÙ :vï«d:OÖñ…Ë ôU8                                 U|WA8Wï s:Oï«“ :u! ¨…d:Oî˛WN!

 Æ                  W¶O!œ :vìU8 :ÈË ‰ v|…ËUîW3

4

  ∫WMOLìWfi! :vëW|WïËuLï …˛œ » XO! X<Ëñœ U| Wï WëWÙ Ë ¨WJ§ï:Ëñ :ÈË v|:uÙ XO! X<Ëñœ U|W¶<ñ ÆWëWÙ 5

 ∫…d:Oî˛WN! :vëWºïUîñUz ñWÙ 6

2-4 :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

3-4:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

WJ§îUîW" :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ¨†WëœñU|œ

©dH< ¨ ≠ ¨ ´ ® s:O|UL:OÙ UïUMOzñUJ!

7

3-4 :vM|;ñ:uÙ:uÖ :ÈW¶A8

f x x x( )= −2 33 2f x x x( ) ( )���( )= ≤ ≤2 0 2cos π CGÜ

lim ( )
x

x

x→+∞

−

+

1 2

2 1

2

2
lim

x x
x

→−∞
− +( )1

2 2
1 3lim

x

x x
x→−∞

− −
−

2 1
2

2
CGÜê

f x ax bx c( )= + +3 2x = −1

y x= − −3 1

 Æ                       U|WA8Wï :u! WO:Oï«;d:OÖñ…Ë ôU8          ôU8

 Æ         ‰ XO! »W3Ëuî :v| :Èœ :v|WA8Wï :ÈË :v|…ËUîWÇ :v¶ãWJ:Oì :Èñô  ¨               WëWÙ

CG

Ü

( ,� )1 0f x x( ) ( )= −1 4

f c′′ >( ) 0x c=

f x( )

f x( )f x′( )f x′′( )

x = −2

x = 0

x = 3

x = −3

x = 4

vN3u8 s:O|UÙW! s|d¶ëËuâ! Ë UÙW! s|d¶ï“Wî Ë ¨WJ§¶<Ëñœ :Èñ«u8 ‰ UëW|WA8Wï ñWÙ :u! ÊUM|ñ:uÙ:uÖ :v|W¶A8

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

2

2-4 :vOÙUîËœ s:O|UÙW!

f x x xx( )= − −
3

3
2 3f x x x( ) sin= − ≤( )2

2 2
π π< CGÜ

 ÆWJ!ñU|œ vëW|WA8Wï ñWÙ UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî 1

1-4 ÆÊU|WA8Wï UïËu§L:Oë ˜…ñW! Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

f x x x( )= −3f x x
x

( )=
+

2
12

f x x x x( ) cos= + ( )2 0 2< < π
CGÜê

 :vÅW‡‡!

44

138 :vÅW!4:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



s:O|WM:|Ë® s:O|…ËUîWÇ UïUA:Oë WM:|Ë

 ÊU|WA8Wï ©:vïdJïËñ

4-4
Curve Sketching

 ZïUîñUz

•Ë ÊWëœWÑËdÅ :v|WA8Wï

:ÈË :v|…ËUîWÇ

 ÆÊWëœWM:|Ë

 ˜«ñ«“

Vocabulary

Èñô :ÈñUïWëñ…œ

Slant Asymptote

ÊU|WA8Wï s:O|…ËUîW3 UïdëWÑ:uKÅ

:vïdJìW¶OÅ U|…“«bïWz ÆÊdJÅuî«dã W¶:O! :v|ñUëdO! ‰ ÊU|WA8Wï s:O|…ËUîW3 UïUMOzñUJ! UO~ïdÖ XO!Uï

UïdëñUî˛WÙ UM¶fi‹:O£A:OÄ UO|ñUJ|ñUÙ ˜UÇñW! vëW|«ËUz » ¨v|Uï«œ v"ñUJ|œ vfiï…ñWã :v|Uï«“ «ËWz

Zï«dÖ ô vfiï…ñWã v|Uï«“ ÆÈdJ:Oá¶<…œ :ÈbÑWÙ :ÈœW< U¶<«ñWÑUï ‰ «ËWz ¨dë :v|ñUJîUîW" Ë :v|ñUë«œu3

†W§|U" :v| u8 :ÈË…d:|ñ ‰ :v|…“«bïWz Ë d!W3 :vJ:Oz ñWÙ :vî…œò È;d!ñ…œ v|…u:OÅ vÑ » …ñUë ˜Wz

ËœuJ:Oz » ÆÊËu§L:Oë s:O| Ê«Ë s:OïUMO£Nº! Ë ¨Ëu! ‘«u:OÙ U| Ê«Ë ˛ :vJ:Oz ñWÙ UM¶ãWJA:OÄ ¨dëœñUë

 ÆÊ«ËËœñWÙ :u! ñWJîUîW" vëW|:uÙ Ëu! Ê«ËËœñWÙ UM¶AÙWÖ

s:O|…ËUîWÇ UïdëWÑ:uKÅ :u! ÊWëœ :v|ñUJ|ñUÙ ËWz uë ¨W|Ëu! ÊUJîWÇ „WìWÖ Èd:Oã u" Wë:uï U"WÙ

 ÆÊU|WA8Wï

• ÆÊUïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ s|;d! ËËœuJ:Oz

• ÆÊËu§:O3ËUÙ

• Æ«œËWî Ë ñ«u!

• Ævî«Ë…œñW!

• Æv|:u<Uz Ë vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

• ÆË«dÅU"«œ

• ÆvN3:u8 UOÙUîËœ s:O|UÙW!

• Æ:vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8

• ÆñUMëñ…œ

• Æ:vOÙUîËb:O! ‰ ZïUîñUz

«d:Oîó! » ÊU|ò v¶<…œ » :vëW|WA8Wï :v|…ËUîWÇ u" :vî…œ

vëWÅW! :v|WM:|Ë u" uë Wï«e! :ÈËWz ¨ÈWëœ WM:|Ë å:vïdJïËËñ

vîUîW" » v|WM:|Ë v:OÅ Wï u" Ë ¨ÈWëœ WM:|Ë È…ËUîWÇ

W" v|…ËUîWÇ vëWÅW! UïdëñU|œ :u! W" Uï«œ ñU|d! ÆÈWJ!WM:|Ë

ËËœñWÙ …b! u8 :ÈñW! ÆW~ïdÖ Uë…ñU|;d! ÈWJ!WM:|Ë ÈË X:OÑœ

vëW|…u:OÅ » Ê«ËËœñWÙ óOë W" :v|«;ñ » ñW§î«ñW! s:O|WM:|Ë

 U|WA8Wï d¶ÅU! øXM:|uïœ

:vëW|…u:OÅ » :v|WA8Wï :v| :ÈËËœ :v|WM:|Ë uë U|«dJÅUz U|

u" X:OÑœ :ÈñUO<dÄ :vÑ Uï«bç<ñW! :u! ¨XOM:|uïœ d¶ÅU!

:v|ËËœ Ë :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ UïdëWÑ:uKÅ :u! vMO!ñUJ! :v|ñUë«œu3

 Æ:ÈWA8Wï :v|

f x x x x( ) = − + −3 225 74 2

139 4-4ÊU|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë



˜Wz X:OÑœ Ë Æ‘U! :vëW|…u:OÅ » È…ËUîWÇ vëWÅW! UïdëñU|œ :u! WM|ULM:|ñ „…bMÙ :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz

 Æ†d~! WÑ:u‹! sO"UÙ «bïUO|ULM:|ñ ÊUÑœ s:O|Wï«œ Ê«Ë WÅW!

 W‡‡‡‡‡ïËu/ v|…ó:|ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë 1
ÆWJ!WM:|Ë                          U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 ñUJOÅ

 ∫:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 ∫:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

 Ë             ∫v|:u<Uz s:OM|;d! ËËœuJ:Oz

 ∫vïËu¶< s:OM|;d! ËËœuJ:Oz

 Ë             ∫vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

 ∫È:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

 ∫WèuKÅ s:O|UÙW!

 ÆWMOï ∫:vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

 Ë       vK!˛ WMO¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ∫:ÈWA8Wï :Èñ«u!2

 :Èñ…ËW" ‰WÖœ WO:O3ËUÙ ∫ÊËu§:O3ËUÙy

 ∫Ê«Ë s:O|UÙW! Ë :vïdJOèU" s:O|…ËUî

UïdëñU|œ :u! †Wëœ W¶8:uÄ :vïdJOèU" s:O|UÙW! Ë ÊU|…ËUî UïUMOzñUJ! UOï«ËUÇ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

  ÆÈñW< ‰ :vÄ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ s:O"WHO<

:ÈËËœ Ë :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ :ÈW¶A8

.1 ÆWJ!ñU|œ :ÈWA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u!

.2vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ ÊUïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ s:OM|;d! ËËœuJ:Oz

 ÆWJ!ñU|œ :vïËu§:O3ËUÙ Ë Ê«ñUMëñ…œ

.3 s:O|UÙW!x:u! ÊUîUºïWz ÊUÑ ÆWJ!ñU|œ XO!Wï ÊËu!WÙ ÊU| dH< WïWëœ          Ë          s:|ËWz

 ÆWMO!ñUJ! :ÈWA8Wï Uï«d:OÖñ…Ë s:OìU8 Ë :vN3:u8 UOOÙUîËœ s:O|UÙW! UïdëñU|œ

′( )f x′′( )f x

f x
x

x
( )

−( )
−

=
2 9

4

2

2

′ =( )
−( )

f x x

x

20

42 2

′′ =( )
− +( )

−( )
f x

x

x

20 3 4

4

2

2 3

3 0,�( ) −( )3 0,�

0 9
2,�( )

x = −2

y = 2

x = 0

x = 2

−2

2 2 0 2 0 2 0 2,� ��� ��� ,� ��� ��� ,� ��� ���+∞] [ ] [ −] [ − −∞∞ −] [,� 2

−∞ < < −x 2

x = −2

− < <2 0x

x = 0

0 2< <x

x = 2

2 < < +∞x

x f x( ) ′( )f x ′′( )f x

WO|dëWï W<UM:OÄ WO|dëWï W<UM:OÄ  WO|dëWï W<UM:OÄ

WO|dëWï W<UM:OÄ

0

bîuë ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

È…ËUîWÇ s:O"WHO<

vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

bîuë ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

‰UâÑUï ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

vN3u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!

‰UâÑUï ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

WO|dëWï W<UM:OÄ WO|dëWï W<UM:OÄ

4 5.

− −

−

+

+

+

+

+ −

©:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë® :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ UïdëWM:|Ë s:O|ULM:|ñ

vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ

140 :vÅW!4ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



uë v!UOMìœ v:OÅœ u" :v|ñUë«œu3 ˛ :vM"dÖñ…Ë UHL! ¨d¶A:OÄ :v|W¶A8 UM¶AÙW~:O" ˛ W§¶<«d¶AÄ

s:|ËWz vK!˛ sMOï :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8 ÊU| vOÙUîËœ s:O|UN! :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÈËWz

 ÆsO"UÙ «œ ÈW¶A8œ

 U|WïËuLï ‰2:vì ¨WMOï È:u<Uz ÈñUMëñ…œ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ

«ËWz¤ È…ó:|ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆW|WÙ Èñô :ÈñUMëñ…œ

È…d:|˛ U|WKÄ Ë ¨s!Wï È…d:|˛ Ë …ñW< «ñW§ÑUMì ‘W!ËUÙ s:O|WJì:uë

 ˛ XO! d¶L:Oë Wï1˛ È…ñW< U|WKÄ WëWÙ W|WÙ Èñô :ÈñUMëñ…œ ›

® » XO!d"…b:|“ È…d:|˛ U|WKÄ1:ÈñUMëñ…œ UïdëñU|œ :u! Æ:vM¶! :È©

:v|WA8Wï UA:OëËUÙ UMOfiOçï :u! WMO!ñUJ! ó:|ñœ UïdJÅW!«œ ¨Èñô

È…ó:|ñ U| Èœ UëW|WA8Wï Ë p:Oz WKÄ vë…ñ«œ…œ«ñ :vîW3ñW< „…Ë

 Æ:ÈË :v|…d:|˛ U|WKÄ ˛ XO! d¶L:Oë :ÈË :v|…ñW< U|WKÄ

WfiOçM! ÈWA8Wï UA:OëËUÙ

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWJ!WM:|Ë .1f x
x

x
( ) −( )

−
= 3 2

12

 W‡‡‡‡‡ïËu/È…ó:|ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë 2
U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWJ!WM:|Ë

 ñUJOÅ

f x x x
x

( ) − +
−

=
2 2 4

2

 ∫:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 ∫v|:u<Uz s:OM|;d! ËËœuJ:Oz

 ∫vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

 Ë          ∫Wè:uKÅ s:O|UÙW!

 Æ          vK!˛ v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ∫ÈWë…ñ«u!

  ∫Ê«Ë s:O|UÙW! Ë :vïdJOèU" s:O|…ËUî

:u! †Wëœ W¶8:uÄ :vïdJOèU" s:O|UÙW! Ë …ËUî UïUMOzñUJ! UOï«ËUÇ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ˜Wz

 Æ:ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ s:O"WHO< UïdëñU|œ

f x
x x

x
′( ) −( )

−( )
= 4

2 2 ∫:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

 ∫vïËu¶< s:OM|;d! ËËœuJ:Oz

 WMOï v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

 WMOï ∫:vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

0 2,�−( )

′′ =( )
−( )

f x
x

8
2 3

x = 2

x = 2

x = 0x = 4

−∞ < <x 0

x = 0

0 2< <x

x = 2

2 4< <x

x = 4

4 < < +∞x

x f x( ) ′( )f x ′′( )f x

0

06

 WO|dëW<UM:OÄ

bîuë ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

È…ËUîWÇ s:O"WHO<

vN3:u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

bîuë ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

‰UâÑUï ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ!

‰UâÑUï ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 WO|dëW<UM:OÄ  WO|dëW<UM:OÄ

+

−2

−

−

−−−

− +

+

++

f x x x
x

( ) − +
−

=
2 2 4

2
 :vïdJÅW!«œ Uï«bîUºïWz v¶AÄ WfiOçM! Èœ Uë…ñU3

 Èñô :ÈñUMëñ…œ Ë ¨†Wëœ W¶8:uÄ :u! ÈñW< ‰ :v|W¶A8 s:O|«b:OÄ ñW§î«ñW! :v|…ËUîWÇ

f x x
x

( ) −
= + 4

2
y x=

4 4 2 4 2 0 2 0,� ��� ��� ,� ��� ��� ,� � ��� ���+∞ −∞] [ ] [ ] [ ,,�0] [¨¨¨¨¨¨

s|d¶ëËuâ! ô«

vN3u8 UOOÙUîËœ

s|d¶ï“Wî ôU8

vN3 :u8 UOÙUîËœ

141 4-4ÊU|WA8Wï s:O|…ËUîWÇ UïUA:Oë WM:|Ë

 :ÈñUMëñ…œ

vïËu¶<

 ÈñUïWëñ…œ

Èñô

Èñô s:|ñUMëñ…œ



ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWA:OJ! .3

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWJ!WM:|Ë .2f x x x
x

( ) − +
−

= 3 5 3
3 2

2

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ñ«bÖ…ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë 3
 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

 ÆWA:OJ!

 ∫ñUJOÅ

f x x

x
( )

+
=

2 2

 Ë

ËËœ ÈË ¨sMOï vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ v|…ËUîWÇ ÆW|WÙ          :vM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8 p:Oz v|…ËUîWÇ

p:Oz :ÈËWz XO!b:OÇ ¨sMOï Wè:uKÅ s:O|UÙW! :v|WA8Wï          ¨           ∫WïWÙ v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

 ÆWOO¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ ôWî:uë ÈWA8Wï :Èñ«u! Æ ©        ® ‰ XO!WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

 Æ†…;ñWM! ôU8 ‰WÖœ WO:O3ËUÙ :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

′ =( )
+( )

f x
x

2

22
3
2

′′ = −( )
+( )

f x x

x

6

22
5
2

−∞ < <x 0

x = 0

0 < < +∞x

x f x( ) ′( )f x ′′( )f x

00

 ‰UâÑUï ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 v|…ËUîWÇ s:O"WHO<

 :vï«d:OÖñ…Ë ôU8

bîuë ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

+

1
2

+

−+

y = −1y = 1

x = 0

f x x

x
( ) = −

+

2

22

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ∫ñ«œ…œ«;ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë 4
 ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ  ÆWJ!WM:|Ë

 ∫ñUJOÅ

 ∫:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ

 ∫:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

 Ë           ∫È:u<Uz s:OM|;d! ËœuJ:Oz

 ∫:vïËu¶< s:OM|;d!ËËœuJ:Oz

 ÆWMOï ∫vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ

 ÆWMOï ∫v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

 ∫        ‰ :ÈË s:O"WHO<

 Ë        ∫ Wè:uKÅ s:O|UÙW! ËËœñWÙ

 Ë           ∫‰ :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8

 ÆWOO¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë ñ«u!

 ∫Ê«Ë s:O|UÙW! Ë :vïdJOèU" s:O|…ËUî

f x x x x x( ) = − + −4 3 212 48 64

′( ) = −( ) −( )f x x x4 1 4
2

′′( ) = −( ) −( )f x x x12 4 2

0 0,�( )
0 0,�( )

4 0,�( )

±∞lim
x

f x
→−∞

( ) = +∞

lim
x

f x
→+∞

( ) = +∞

x = 1x = 4

x = 2x = 4

4 4 2 4 2 1 2 1,� ��� ��� ,� ��� ��� ,� ��� ��� ,+∞] [ ] [ ] [ −∞ ��1] [

v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ

v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ

Ê«;ñWÖñ…Ë v˘U8

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

:vï«d:OÖ;ñ…Ë ôU8

s|d¶ëËuâ! ôU8

vN3 :u8 UOÙUîËœ

(0,0)

,,,,,,

142 :vÅW!4:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



 W‡‡‡‡‡ïËu/v|WÅ:u~:O< s:O|WA8Wï s:O|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë 5
 :È…ËUîWÇ ÈWM:|Ë ÆWA:OJ!

® U|WïËuLï :Èñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï4s:O|UÙW! s|d¶ï“Wî Ë ¨W|WÙ v3:u8 :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! p:Oz ¨©

 U|WKÄ :Èñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï ¨v¶AÖ vëW|…u:OÅ » ÆWMOï vN3 :u8n©        ® vÙ…b:|“ » XO!b:OÇ

:̈ÈË :ÈñU!…b:|“ Æs!WÙ vÙ…b:|“ » :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8 ©        ® Ë ¨s!WÙ vN3 :u8 s:OOÙUîËœ s:O|UÙW!

ÆW|WÙ vN3 :u8 :vOÙUîËœ v|UÙW! p:Oz v"UL:Oë » †:u3 :ÈË s:O|…œ«ñ s:O|WKÄ «ËWz ñ«œ…œ«ñ U|WA8Wï

‰ :v|WA8Wï :v"WHO< uë ¨WMO! :u8 «dO! ‰ Èbï«u8 ñ«œ…œ«ñ s:O|WA8Wï ‰ :vÙ…œ ô:uÄ ‰ W" «ËWz

U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆXO!œñU|œ vë…ñW< :v|WJì:uëËUÙ UïUAOï Ë ÈWA8Wï U|WKÄ » ¨v:OÙUîËb:O!

® WïËuLï4v| vë…ñW< :vJì:uëËUÙ vJïuÇ      :u!    UïËu§J|e:Oï ‰WÖœ XO!œ …b:|“ ñËuMfi:O! ¨©

Æs":u3 :ÈË s:O|…œ«ñ s:O|WKÄ vJïuÇ       :u!   UïËu§J|e:Oï ‰WÖœ XO!œ…b:|“ ñËuMfi:O! ËWz Ë ÆW!W3Ëuî

 ñUJOÅ

«œ      :v|«œËWî œ :ÈË UMOì:uJ:Oì v:OÅœ u" «ñËWì ¨      :ÈË UïËu!…ñU!Ëœ Ë WO|Ëu!…ñU!Ëœ W|WA8Wï

 :v|…ËUî ÆÈ…b! ÂUºïWz Æ…d:|ó§ìWÙ −⎤⎦ ⎡⎣
π π
2

3
2,�

f x x
x

( ) = −1 sin
cos

∫:vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ∫:ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWJ!WM:|Ë .4

−∞ < <x 1

x = 1

1 2< <x

x = 2

2 4< <x

x = 4

4 < < +∞x

x f x( ) ′( )f x ′′( )f x

0

0 00

0

‰UâÑUï ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

È…ËUîWÇ s:O"WHO<

vN3 :u8 :v|UÙW! s:|d¶ëËuâ!

‰UâÑUï ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

bîuë ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

‰UâÑUï ¨ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

−

−27

+

+

++

+−16

+ −

++

n −1

n − 2

+∞

−∞

f x x x( ) = −5 153

2π

′( ) = −f x x
x

sin
cos

1
2

∫:vïËu!…ñU!Ëœ :v|…ËUî2π∫v|:u<Uz s:OM|;d!ËËœuJ:Oz
π
2 0,�( ) ∫vïËu¶< s:OM|;d!ËËœuJ:OzÆ

 ∫:vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8x = π
2

 vK!˛ v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWîuë ∫ñ«u!x n= +π π
2

     Ê«Ë s:O|UÙW! Ë :vïdJOèU" s:O|…ËUî Æ
π π π π π
2

3
2 2 2 2,� ���� ���� ,�⎤⎦ ⎡⎣ −⎤⎦ ⎡⎣

′′( ) =
−( )

f x
x

x

1
2

3

sin

cos

                   ∫vïËu¶< s:|ñUMëñ…œ WMOï ∫v|:u<Uz s:|ñUMëñ…œ ÆWMOï ∫Wè:uKÅ s:O|UÙW!

 :vî…œ ¨

x x= = −3
2 2
π π����

 n ∈I

143 4-4ÆÊU|WA8Wï s:O|…ËUîWÇ UïUA:OëWM:|Ë

, ,

(0,1)

x =

x

2π



x = − π
2

− < <π π
2 2

x

x = π
2

π π
2

3
2

< <x

x = 3
2
π

x f x( ) ′( )f x ′′( )f x

00

vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

v|…ËUîWÇ s:O"WHO<

‰UâÑUï ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

bîuë ¨ÊËu§L:Oë ˜…ñW!

 vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ WO|dëWïW<UM:OÄ

vïËu¶< :ÈñUMëñ…œvïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

:vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

 WO|dëWïW<UM:OÄ WO|dëWïW<UM:OÄ

 WO|dëWïW<UM:OÄ WO|dëWïW<UM:OÄ WO|dëWïW<UM:OÄ

+

− 1
2

− −

−

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ÆWJ!WM:|Ë .5f x x
x

( ) = +1 cos
sin

 WA8Wï Ë«dÅU"«œ

 ÆWJ!ñU|œ :vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈË«dÅU"«œ :v|…ËUîWÇ
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2Ü

3ê

4O

 ∫:vïdJïË;ñ :v|WM:|Ë Uïbï«u8 U|WA8Wï :v|…ËUîW3 :Èñ«u8 ‰ :v|WM:|Ëf Æ†WëœñU|œ

 :v|UÙW! óOë ‰xVìU< W¶O!œ ø»W3Ëuî W¶O!œ ødH< W¶O!œ          :v|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨

5

CG′( )f x

 :v|UÙW! óOë ‰xVìU< W¶O!œ ø»W3Ëuî W¶O!œ ødH< W¶O!œ            :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ ¨′′( )f x Ü

øWïËu!…b:|“ ˜…ñW!           «œ È…ËUî óOë œ
ê

 :v|UÙW! óOë ‰x UM|ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" U|œñË«ñW! ø†dÖœñ…Ë UÙW! s|d¶ëËuâ!          ¨fvÑ pMì

 UM|ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O" Ë ¨v|UN!f sO| Èœ s:O|UÙW! pMìx ÆWJ§ï:Ëñ u8 Uç<ñW! Æ…b! ÂUºïWz

O

′( )f x

′( )f x
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6

 UïUM:OÙ«;ñ ˛6 U"WÙ17 ∫WA:OJ! :ÈWA8Wï ©vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë® :v|…ËUîWÇ ¨

f x x

x
( ) =

+

2

2 3
7f x x

x
( ) = +

−

2

2
1

9

8f x x
x

( ) = +
+

4

12
9f x x

x( ) = +2 1

10f x x x
x( ) = − +

−

2 6 12
4

11f x x x( ) = −4

12f x x x( ) = −3 2
2
313f x x x( ) = − −2 3

14f x x x( ) = +3 44 315f x x( ) = −2 3

16f x x( ) = −( )1
517f x x x( ) = −9 2

21

 ∫WJ!ñeÙ ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰21 Ë22†Wëb8U< s|dëñU|œ s:O3ñWî ÊUÑ U|WA8Wï :ÈËWz ¨

 ÆWfiOçM!

 ÆWJ§ï:Ëñ :u8 Uç<ñW! ø†;d§! vïËu¶< :v|:u8 vë…ñUMëñ…œ :vA8Wï :v|…ËUîWÇ XO!b:OÇ :ÈñWz 18

 ø†;d§! v|u<Uz :v|:u8 vë…ñUMëñ…œ ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ XO!b:OÇ :ÈñWz 19

vë…ñUMëñ…œ :vA8Wï :ÈË :v|…ËUîWÇ uë ¨†Wëœ …˛UîUz U<…Ë                      U|WA8Wï UA:OëËUÙ

:ÈË uë WMOLìWfi! Ë ¨WJ!WM:|Ë :v|WA8Wï :vÑ :v|…ËUîWÇ øWfiOçM! ÈË UA:OëËUÙ ÆW|WÙ vïËu¶<

 øÈWëbï:Ëñ :vÑWz «ËWÇ ÆWMOï vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

W|WÙ v|:u<Uz vë…ñUMëñ…œ Ë          ÈË U|WA:OëËUÙ ¨W|WÙ vïËu¶< vë…ñUMëñ…œ :v|WA8Wï

Æ          ÈË U|WA:OëËUÙ

22U|WA:OëËUÙ W|WÙ Èñô vë…ñUMëñ…œ Ë           ÈË U|WA:OëËUÙ W|WÙ vïËu¶< vë…ñUMëñ…œ :v|WA8Wï

Æ                   ÈË

20f x x
x( ) = −

−
6 2

3

y x= +3 2

x = 5

y = 0

x = 5
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 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰32 Ë24Ë        :vJ:Oz :v:|Ë :ÈË«dÅU"«œ Ë      :v|WA8Wï s:O|…ËUîWÇ WM:|Ë ¨

 ÆWJ!«œu3 Ê«Ë ˛ vJ:Oz ñWÙ ¨†WëœñU|œœ         :ÈËËœ :vÄ :ÈË :ÈË«dÅU"«œ

′( )f x

′′( )f x

24

f x( )

146 :vÅW!4:ÈË«dÅU"«œ s:OïUMO£Nº!



ÊUÙW~:O" È…ñU!ñ…œ

25

 s:OïUM:OÙ«ñ ËËœñWÙ ‰25 Ë26UïdJïËñ :v|WM:|Ë :v|:uÙ »       U|WA8Wï :u! :vïdJïËËñ :v|WM:|Ë ¨

 ÆWA:OJ!        :vJ:Oz :ÈË«dÅU"«œ′( )f x

26

 ø                      vÇ:u! WJ§ï:Ëñ ¨           :v|…ËUî ‰                  uë Wï«œ U<…Ë 27′( ) <f x 02 8,�] [f f3 5( ) > ( )

 ∫:vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë Uïbï«u8U|WA8Wï v|…ËUîWÇ W¶O!œ :Èñ«u8 ‰ :ÈËWz :vïdJïËñ :v|WM:|Ë

  Æ

 ÆWJ!ñU|œ :vïËu! :v3ËUÙ :Èñu3 Ëu! U<…Ë WëWÙ øWO:O3ËUÙ v| :vïdJïËñ :v|WM:|Ë :ÈñWz

28

f x x( ) = ( )tan sinπ

CG

 ÆWJ!ñU|œ :ÈË UïËu!…ñU!ËËœ Ëu! U<…Ë WëWÙ ÆW|Ëu!…ñU!ËËœ W|WA8Wï :ÈñWz Ü

 ÆWJ!ñU|œ            :v|…ËUî ‰ :v|WA8Wï :ÈË :u! :vOÙUîËœ vN3u8 :v|UÙW! ê

ø…bïWÇ Ê«Ë «ñUî˛ øvMO!œ          :v|…ËUî ‰ :v|WA8Wï :ÈË :u! :vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8 u" :ÈñWz

−] [1 1,�

O0 1,�] [

f x( )
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ñUJOÅ s|d¶ÅU! ˜ËËœ ‰ ÊU|;ñWÖ

©:vOÙUîËœ s:ON3u8 s:O|UÙW!®

5-4
Optimization

 ZïUîñUz

•UïdëñU|œ s:|ñUO<dÄ

Ë ÊU|UÙW! s|d¶ëËuâ!

ÊU|UÙW! s|d¶ï“Wî

 ÆÊWëœñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vëWè:ËbM< :È…ñU!Wè s|d¶ï“Wî UïdëñU|œ 1
:ÈË :v|WJM! Ë ÈdëWÑ ÈñW< ˛ UëWèËbM< UïdJM|«e|œ :u! ˛ †WëœñUë :vÙWÖñUë ‰ „…ñU|“«bïWz

X:OÑœ ÆXO!œñU|œ :v¶<«ñ :v8…ñ ‰ :v|WM:|Ë ‰ „…Ë ñWÙ ¨XO!               :ÈË :ÈñW!ËËñ Ë ÈWÅ:uÖñUÇ

 øXO!WÙ …ñU!Wè s|d¶ï“Wî :vè:ËbM< :ÈË «œ †d:|ó§ìWÙ ÊUO"«ñËËœ ı ËWz

U|WA:OëËUÙ vA:OëËUÙ vÑ Wïó:O!œ Æ              W¶O! :Èœ …ñU!Wè ¨WO|WÅ:uÖñUÇ :vè:ËbM< :vJM! vJïuÇ

s|d¶ï“Wî X:OÑœ :ÈËWz UM"ñUî˛WÙ :u! †Wëœ«b|WÄ vë…“«u:OÅ ËWz vJïuÇ Æ:ÈñUO<dÄ :u! vë…ñW<

 ÆXO! UÙW!

ñUÇ ñWÙ :ÈñW!ËËñ ‰WÖœ v|WJM! :ÈñW!ËËñ :vîW3ñW< W¶O!œ :vè:ËbM< :ÈñW!ËËñ ¨Èœ vëW8…ñ ‰

 uJïUz ÊU|ËË;ñ«ñW§ÑUMì :vëWO|bï…u|WÄ WÑWz Ë               WïUfiëW| :ÈË :ÈñW!ËËñ :vì Æ

 ÈWJM! :v|ôx :ÈË UOÙ«bMK! Ëh Æ†Wëœ«b|WÄ

 s:O|UÙW! UïdëñU|œ ÈñW!x©v|UHî® vºï«“Uè :Èñ«u! ¨ÊWëœ sO!«œ …ñU!Wè s|d¶ï“Wî s|ËWz

 «bïUOÅœ s:O|UÙW! Ê«Ë uJïUz ¨WJ!ñU|œx vï«“œ u" Æ†d~!ñ…ËxÈWJM! :ÈñW!ËËñ Ë W§ìU< U|Wï

 ˛ d"…b:|“ Wï675 ¨XÑWJ! ÈñU|“«bïWz X<…b! …ñU!Wè s|d¶ï“Wî «œ ÆÆ                       Uº:OÑ

 s:O|UN! Ê«Ë ËWz X:OÑœxU|WA8Wï uë ÊWëœ U<…Ë s:|ËWz †WJ!ñUî˛WÙ

 Æ WJ!ñUJOÅ                  U|WA:OëËUÙ Ë ñ…œWMO!          †d~!ñ…Ë v|UÙW! s|d¶ï“Wî

 vJïuÇ WJ! ‘:uî«dã               :v|UÙW! Æ            Ë               WïWÑWz Wè:uKÅ s:O|UÙW! ËËœñWÙx

¨X:|;ñWÖœWÑ :ÈWA8Wï :v|UÙW! s|d¶ï“Wî :u!            Wè:uKÅ :v|UÙW! uë ÈWJ§8U< «œ ÆW§ìU< U|Wï

 ∫W¶O!œ :ÈWA8Wï :u! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ ÆWMO!ñUJ! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU"

 W¶O!œ            ‰ :ÈË :v|UÙW! Ë˜Wz Uº:OÑ ¨

 Æ:ÈWA8Wï :vN3 :u8 :v|UÙW! s|d¶ï“Wî :u! X|;ñWÖœWÑ Wè:uKÅ :v|UÙW!

 uë XO!œ ÂUºïWzñ…œ :ÈË ˛Ë Æ

 ÊU|

 ñUJOÅ

 UÙW! s|d¶ï“Wî Ë UÙW! s|d¶ëËuâ! s:|ñUO<dÄ

UïdëñUî˛WÙ :u! ÊUMO£Nº! s|d¶~ïdÖ WM!œ UÙW! s|d¶ï“Wî Ë UÙW! s|d¶ëËuâ! s:|ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ

s|d¶L:Oë Ë ©UHî® Zï«“Uè s|d"d¶Ä „…Ë sO¶fiON! s:O|…˛«ËW¶<…œ „…bMÙ W" ÊUîu~:O! Æ:v|ñUë«œu3

 Æ:vïËuLï :vÑ …b! u8 :ÈñW! v"W!U! vÑ ‰ :vïdJÙ…dãñW! ÈñW! ¨Èœ sOJìWÖ Ë Ê:uâ:O"

675 2cm

675 2cm

V x h= 2

S x xh= +2 4

S x xh= + =2 4 675

V x x hx
x

x x
x= ⎛

⎝
⎞
⎠

= − =− −2 2 3 2
675

4
675
4 4

675
4����

x20 675≤ ≤x

V x x x( ) = −675
4

3

′( )V x′( ) =V x 0

′( ) = =−V x x675 3
4

2
0

3 6752x =

x2 225=

x = −15x =15

x = −15x = −15 x = 15

x = 15

x = 15 ′′( ) = −V x x3
2′′( ) = − ( ) = − <V 15 15 03

2
45
2
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 ÈWJM! U|ó:|ñœ ñU|“«bïWzWëWÙcm15s|d¶ï“Wî                               :vè:ËbM< UOÙ«bMK! Ë †d:|ó§ìWÙ

 W¶O!œ …ñU!Wè Æ   Æ

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

® WïËuLï :u! Êbï«ñWÖWÑ1WïWÙ W§ì:uà „WìWÖ vï«e! ¨ÈWJ! :vïdëñUJOÅ » X<…œ u" ÈñW! X:OÑœ ¨©

…ñU!Wè s|d¶ï“Wî :v§ìuà :v|…u:OÅ óOë WJ! :vïdëñUO<dÄ » X<…œ Æ              W¶O!œ Ê«Ë :ÈñW!ËËñ

 ø:v|:uìUáÅWÅ :u! WJ|e:Oï U| ÊU| Wîeï U| ÊU| …bMK! U| ËWz :ÈñWz ÆW|WÙ

:ÈñU!Wè u" XO! ‘U! U| XO!b:OÇ

¨ÈWJ!ñUî˛WÙ ÊU|W§ìuà Uë…ñUî˛

‰ :v|WM:|Ë ‰ ñU|œ „…Ë ñWÙ

vJ|e:Oï vëWJîWÇ «œ ¨:Èñ«u8

ÆXO! «b|WÄ W" pMì :vïdëñUJOÅ

X<…œ ÈñUJï u" uë Wï«e! :ÈËWz

u" WëWÙ ¨ÈWJ! :vïdëñUJOÅ »

ÆWOOÇ È“«u8«œ vï«eï

s:OÑU~M:OÄ ËWz :Èñ«u8 ‰ s:OÑWz

 ∫Ê«ñUO<dÄ :Èñ:u3 vÑ UïdëñUJOÅ :u! v!«;ñ :vÄ u" X:OÑœ uë WMO¶AÖ

.1

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :v|ñËËœ s|d¶"ñuë UM"ñUî˛WÙ 2
 Æ           :u! s! ‰U8 s|d¶J|e:Oï s:|ËWz WJ!ñU|œ                       U"ËUÙ :v|WÖ;d! ñW< ‰ s:OìU8 Ê«ËWz0 2,�( )

h = =−
×

675 15
4 15

2
7 5.

Vmax . .= × × =15 15 7 5 1687 5cm3

675 2cm

.2 ÆWfiOçM! ÈWJ!ñUî˛WÙ vOÙUîËœ :v| :ÈË :v|UÙW! u" X:OÑœ È;d! ÈË :u! vë…ñW< UëW|WA:OëËUÙ

.3vë…Ë«;ñ:uë :vM¶! Ëuï U|WA:OëËUÙ ˜Wz vëW3ñWî » WfiOçM! Èœ Uë…ñU3 vë…ñW< U|WA:OëËUÙ

s:|œ«“Uz s:|Ë«;ñ:uÖ «ñW§ÑUï uë vMO!ñUJ! Èœ s:O|WA:OëËUÙ „…bMÙ u" XO!b:OÇ Æ†d~! WÑ:u‹! œ«“Uz

 Æ†…b:|dÖ vë…ñW< U|WA:OëËUÙ

.4:ÈñUO<dÄ uë ÊWëœ U<…Ë s:O|UÙW! Ê«ËWz uJïUz ¨WJ!ñU|œ vë…ñW< U|WA:OëËUÙ :u! UHL! :v|…ËUî

 ÆWJ!ñU|œ XO!WÙ ÊUî«ñ

.5s:OJOMëW" UïUMOzñUJ! WJ!ñU|œ Èdë“«u8«œ :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî

 Æ:v|Ëu!d:Oã d¶A:OÄ s:O|Wï«Ë ‰ u" «:ËWz :v|ñUë«œu3 UïdëñUî˛WÙ

.1WJ!WM:|Ë vë…ñUJK:OÙ vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ Èdë“«u8«œ s:O|UÙW! ËuîWÙ Ë sO|«b:OÄ s:O|UÙW! ËuîWÙ

 ÆXO!«bïUOÅœ U| WëWÙ

f x x( ) = −4 2

:vOÙUîËœ s:O|UÙW! s:|ñUO<dÄ ˛ :vë…ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ :u!

 :vëWÙWÖñUë ‰ „…ñU|“«bïWz

:vJ§ìuà UïdJM|«e|œ :u! ˛ †WëœñUë

 :ÈË :v|WJM! Ë ÈdëWÑ :ÈË :ÈñW<

 UïUMOzñUJ! ¨XO!WÅ:uÖ ñ«uÇ

 ˛ ÈWÅ:uÖ ñ«uÇ vëWÇñUÄ

 :ÈË :v|ô U|ó:|ñœ :vï:u"ñUë24 cm UM|;d! :vÄ ¨4:ÈË s:O|˛uë ˛ ÊU|WÅ:uÖ ñ«uÇ

 :vÅ:uÖñUÇ :v|ô U|ó:|ñœxñU|“«bïWz Æ:vï:u"ñUë :ÈË s:O|ô UïbïUîWâÑ vÅUÄ ¨XO!

 :u! ÈUÙW! ıx ÆXO!WÙ …ñU!Wè s|d¶ï“Wî :vJ§ìWà :ÈË «œ †d:|ó§ìWÙ
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U"ËUÙ :v|WÖ;d! ñW< ‰ ‰U8 ËËœ uë ¨†WëœñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

» X<…œ ÆWïWÙ          ôU8 ˛ ÈñËËœ s|d¶L:Oë Ê«Ë Ë WïWÙ

ÆWJ!                ôU8 Ë          ôU8 «ñW§ÑUï ‰ UOO"«ñËËœ UM"ñUî˛WÙ

 vJïuÇd«œ vÖ…ñ d:|˛œ :È;d! ËWz :vî…œ †dÖœñ…Ë v|UÙW! s|d¶L:Oë

U|WA8Wï :u! Wè:uKÅ s:O|UÙW! Æ†dÖœñ…Ë v|UÙW! s|d¶L:Oë

 U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ Æñ…œWMO!gÆWJ!ñUJOÅ                U|WA:OëËUÙ vÅUÄ ñ…œWMO!

s|d¶ëËuâ!                 Ë              Wè:uKÅ s:O|UÙW! ËËœñWÙ ˛ p:Oz ñWÙ uë †WëœñU|œ :ÈËWz W¶A8

:v|ñËœ :̈ÈñUO<dÄ :u! ñUJOÅ WM!œ s:OìU8 Ê«Ë UïdëñU|œ :u! Æ†WëœñU|œ ÈWA8Wï :u! v|UÙW!

ÆWJ!ñUî˛WÙ                        ¨                             Ë                :vëWìU8 ñWÙ Ë           ôU8 «ñW§ÑUMì

Ë Æ:ÈñUO<dÄ :u! ñUJOÅ WM!œ                         ¨                             ‰U8 ËËœñWÙ uë vMO! :Èœ

 ÆvJ|e:OM!          WïUfiëW|           ôU8 Ë ÊôU8 Ê«Ë ˛ p:Oz ñWÙ «ñW§ÑUMì ÈñËËœ

,               ,

 ∫ñUJOÅ

0 2,�( )
0 2,�( )x f x,� ( )( )

d x y x x x x= −( ) + −( ) = + − −( ) = − +0 2 4 2 3 4
2 2 2 2 2 4 2

′ = − = −( )g x x x x x( ) 4 6 2 2 33 2

2 2 3 02x x −( ) =

x x x= − = =3
2

3
2

0��� ���

′ =g x( ) 0

g x′( )

x −∞ − 3
2

0 3
2

+∞

− + − +

x = 3
2x = − 3

2

0 2,�( )

0 2,�( )

1 45.

0 0,� ( )f( )− −( )( )3
2

3
2

,� f3
2

3
2

,� f ( )( )
− −( )( )3

2
3
2

,� f3
2

3
2

,� f ( )( )

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

s:|ËWz WJ!ñU|œ                U"ËUÙ :v|WÖ;d! ñW< ‰ s:OìU8 Ê«ËWz

 ø         ôU8 :u! s! ‰U8 s|d¶J|e:Oï

.2f x x( ) 22== −−

0,� 1−−( )

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :v|ó:|ñœ s|d¶"ñuë UM"ñUî˛WÙ 3
 Ê«Ë UOOÙ«bMK! sïËu¶< ËËœm14 Ëm6ÈñËËœ Ë

 Ê«Ë «ñW§ÑUMìm15vë…ñU|“«bïWz ˛ :È“«u8«œ Æ

» ÊUïËu¶< ËËœñWÙ ˛ vJ:Oz ñWÙ :ÈñW< ÊdëW"UÙ

uë †…b|dÖ Ê«Ë «ñW§ÑUï ‰ :vëWìU8 ‰WÖœ :vëWK:O"

‰ „…Ë ñWÙ ÊUMOzñUJ! W¶:O! :vK:O" U|ó:|ñœ s|d¶L:Oë

 ÆñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

g(x) = x4 – 3x2 + 4

14m

6m

15
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ôU8

:v|d:|bÑUÇ

¨…d:Oî˛WN! WA:Oëô s|d¶ï“Wî UOïUÄ Ë Èó:|ñœ

ÈWJ!WM:|Ë «œ :vëWï“U! ˜Uïœ v:OA! u" uë

 :ÈË :v|…dO¶çOïr ÆXO!

.3

 W‡‡‡‡‡ïËu/∫ñW!ËËñ s|d¶L:Oë UM"ñUî˛WÙ 4
:u! :ÈñW!ËËñ ËWz Æ†Wëœ ÈWA:Oëô vë…;ñWÄñW! UM|«e|œ ñW< ‰ ÈñUë :vïdJÄUÇ vë…ñWJM|«e|œ

       ÈdJïU8ñW" :vïdJÄUÇ150 È…d:|˛ Ë ÈñW< s|e:|Ë«dÄ UOïUÄ Ë ¨cm3:v8…;ñ s|e|Ë«dÄ Ë

 :vÄWÇ Ë :v¶<«;ñ2cm:È“WäUë Uïd!ñUJ! «œ X|;d:|ó§ìWÙ …bïWÇ È;ñWÄñW! UOïUÄ Ë Èó:|ñœ ËWz X:OÑœ ¨

 øXO! d¶LOë

 Wï«œ :vK:O" U|ó:|ñœW Wï«œ †ñuë UïËu¶< Ë :vìU8 «ñW§ÑUMì UO|ñËËœ ËxXO!œñU|œ ÈWM:|Ë ˛ Æ

                 uë

 Æ  ¨                         ¨                                    ¨

 U<…ËñWÙW¶O!œ UHL! :v|…ËUî

 Æ

∫ñ…œWMO!         :ÈË«dÅU"«œ

 ÆWJ!ñUJOÅ                  U|WA:OëËUÙ

 †ñuë UJïËu¶< Ë :vìU8 «ñW§ÑUMì ÈñËËœ X:OÑœ uJïUz ¨              W¶O!œ bïW<WÄ «ñUJOÅm

 ÆXO!

 ∫ñUJOÅ

x Ë :vïdJÄUÇ :u! ÈdJïU8ñW" :ÈñW!ËËñ U|ó:|ñœ :u! Wï«œyUOïUÄ :u!

 Ë ÆÈñW!ËËñ ÈËA∫:È“WäUë :ÈñW!ËËñ :u! Wï«œ

 ¨  «ñW§ÑUMì Èbï…u|WÄx Ëy W¶O!œÂWz †…œœ :vJ:|ñ WÑWz

 ÈñW!ËËñA :vÄ :vëW|WA8Wï „…Ëx ∫sOfiOçM!

s:O| v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ôWî:uë W¶O!œ :ÈñUO<dÄ :vÑ :u! UHL! :v|…ËUî

W¶O!œ         U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ Æ»W3Ëuî

 ∫ñUJOÅ

W y z= +

15 14 6
2 2 2 2 2 2−( ) + = + =x z x y����z x x y x= − + = +2 230 421 36����

W y z x x x= + = + + − +2 236 30 421

0 15≤ ≤x

′ = +
+

−

− +
W x W xx

x

x

x x
( ) ��:� ( )

2 236

15

30 421

′ =W x( ) 0

′ = + =
+

−

− +
W x x

x

x

x x
( )

2 236

15

30 421
0

x x x x x2 230 421 15 36− + = −( ) +

x x x x x2 2 2 230 421 15 36− +( ) = −( ) +( )
x x x x x x x4 3 2 4 3 230 421 30 261 1080 8100− + = − + − +

160 1080 8100 02x x+ − =

x = 4 5.x = −11 25.

x = 4 5.4 5.

A x y= +( ) +( )6 4

xy = 155

A x x xx x( ) = +( ) +( ) = + +6 4 179 4155 930

A x( )′ = −A x
x

( ) 4 930
2

cm2

W(x)
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2cm 2cm

3cm

3cm



 U|WA:OëËUÙ s:OÖ…ñ WM!œ Wè:uKÅ s:O|UÙW! Ë¯…;ñ ËËœ :v|WA:OëËUÙ :vÑWz

WM!œ ÈË UOïUÄ Ë :ÈñWÄñW! U|ó:|ñœ ÆWMOï ÊUî«;ñ VìU< :vÖ…ñ ¨vJ|e:Oï »              WïWÙ

 Ë Æ

′ = − =A x
x

( ) 4 0930
2

±15 25.

21 25.

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

ËWz Æ†Wëœ ÈWA:Oëô vë…;ñWÄñW! UM|«e|œ ñW< ‰ ÈñUë :vïdJÄUÇ vë…ñWJM|«e|œ

       W¶O!œ ÈdJïU8ñW" :vïdJÄUÇ :u! :ÈñW!ËË;ñ200ñ«uÇ ñWÙ ˛ p:Oz ñWÙ UOïUÄ Ë ¨

 Ê«e|Ë«dÄcm3Uïd!ñUJ! «œ †d:|ó§ìWÙ bïWÇ È;ñWÄñW! UOïUÄ Ë Èó:|ñœ ËWz X:OÑœ Æ

 øXO! d¶L:Oë :È“WäUë

.4

155
15 25 4 14 16. .+( )≈ cm

5-4ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

 W¶O!œ Ê«Ë :vîW3ñW< …ñUî˛ ËËœS  Æñ…œWMO! XO!WÙ UÙW! s|d¶ï“Wî Ê«Ë Uï«bJ:Oì :vîUºïWz Ë 1

 Ê«Ë Uï«bJ:Oì :vîUºïWz WJ!ñUî˛WÙ »W3uî s:O|…ñUî˛ ËËœ192 Ë Ê«Ë ˛ vJ:Oz :vîW3ñW< Ë XO!3

 ÆXO!WÙ UÙW! s|d¶ëËuâ! :ÈËËœ :v| vï«ñU3

2

 :ÈËËœ :v| vï«ñU3 ËËœ Ë Ê«Ë ˛ p:Oz :vîW3ñW< WJ!ñUî˛WÙ Ê«ñUî˛ ËËœ100:vîUºïWz Ë XO!

 ÆXO!WÙ UÙW! s|d¶ï“Wî Ê«Ë Uï«bJ:Oì

3

 :vëW|WA:Oëô :v|…u:OÇm100 ÆXO!WÙ ñW!ËËñ s|d¶ï“Wî :v|WA:Oëô :ÈË uë WJ!ñUî˛WÙ :ÈË UOïUÄ Ë Èó:|ñœ ¨ 4

 ∫Ê:uÇ Ë s"UÙ U|WA8Wï:v|«dJ:O" ñW< ‰ vMOì:uJ:Oì Uï«bîUºïWz :u! WëW|…ËuLï

 ¨©r4œeî® mìU!WìWè » UëW| ñW< ‰ ©«œ :vëWëdÇ œ Êö:O§îËd" «ñUî˛® :vï:uÇ s"UÙv«“Wì :u! W|UL:OÙ

 Æ:vJ:|ñ :vÑ ñW< ‰ :vï:uÇWç:|ñ ÆXO!WÙ UÙW! s|d¶ï“Wî v|«;dJ:O" vÑWz uë †Wëœ U<…Ë “Wì óOë

7

; 5

 ∫ÊUïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰5 Ë6‰U8 s|d¶J|e:Oï uë WJ!ñU|œ ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ ñW< ‰ :vëWìU8 ¨

 ∫ÈdëñU|œ ôU8 :u! XO!

4 0,� ��� ( )( ) =f x x; 6−( ) = +( )1 3 1
2

,� ��� ( )f x x

F v v

v
( )

.
=

+22 0 02 2

:v8…;ñ ñW< ‰ ÈWA:Oëô :ÈœñWz UëWÇñUÄ :ÈñW!ËËñ UïdJM|˛ñWÄ :u! Uï«œ „WïöÄ vë…ñUO"u3

X:OzœñUJ! :vM|˛ñWÄ «œ †d:|ó§ìWÙ bïWÇ :vA:Oëô :vÑ UOïUÄ Ë Èó:|ñœ …ñUO"u3 ËWz X:OÑœ Ævë…ñU§|Ëñ

     †WJ§M| ;̨ñWÄ X:OÑœ ÈñUO"u3 :ÈñW!ËË;ñ ËWz :vï«e! WëWÙ ¨XO!WÙ Èó:|ñœ s|d¶L:Oë180 000Ë ¨

 Æ†WëUï s|˛ñWÄ ñUO"u3 ÈñU§|Ë;ñ ñW< ‰ :v8…ñ

8

 ∫ñW!ËË;ñ s|d¶ï“WîUë…ñWºïWÄ ˛ ÈbïUîñ:uï «ñWºïWÄ

ÈWï“U§çOï Uë…ñWºïWÄ ÈñW< :v| ÈË :vÅW! Ë ÈWA:Oëô

ÆXO!œñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰ „…Ë ñWÙ ¨X:OÙbJ:OÄ

WJ!ñUî˛WÙ ÈbïUîñ:uï «ñWºïWÄ :ÈË :ÈñW!ËË;ñ s|d¶ï“Wî

 :ÈË :v|…u:OÇ ñWëWÙ6m ÆXO!

9

cm2

m2
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ÈdëWM:|Ë ÊUfiëW| ô ËËœ UëW|WÅ:u~:O< ñ:Ëœ ‰ UëWï“U! :v|…d:O"

 W¶O!œcm8ÆWJ!ñUî˛WÙ :v|WÅ:u~:O< :ÈñW!ËË;ñ s|d¶ï“Wî ¨

10

ÆWMO!ñUJ!           :v|…ËUî ‰                               Ë                  ∫ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ 11

ÆWM|«b:|dÖ œ ÊU|uÖ íOï ËËœ ‰WÖœ :ÈË :v|…d:|˛ Ë …ñW< ¨X|dÖœñ…Ë :vëWëWìuì :v|…u:OÅ „…ñU§îuà

     W¶O!œ :ÈñU§îuà :vÑ :vO¶AÖ :v|…ñU!Wè12s|d¶ëËuâ! :ÈËWz WJ!ñUî˛WÙ :vëWìËuì :v|…dO¶çOï Æ

 Æ†WëbMO!«œ :ÈñU§îuà :v|ËË;ñ :ÈñW!ËËñ

12

     :Èœ :ÈñU!Wè d¶A:OÄ «ñUO<dÄ «ñU§îuà :u! …u:OÅËUÙ Uë…ñU§îuà3ÊU|uÖ íOï ËËœñWÙ U|Ëuâ:Oì Æ

uë WJ!ñUî˛WÙ :vëWìuì :vJM! :v|…dO¶çOï ÆÈU3ËËœ s|ñW¶:Oî » :vëWìËuì U|Ëuâ:Oì vï«ñU3ËËœ W¶O!œ

 ÆXO!WÙ Ëuâ:Oì s|d¶L:Oë :ÈËWz

13

 :ÈË :v|…dO¶çOï UëW|:uÖ íOï ˜Uïœ uë WJ!ñUî˛WÙ ËU¶<…Ë UëWÇËuè s|d¶ï“Wî :ÈñU!WèrW¶:O! «œ

 ÆÊUï«œ

14

 ÆWA:OJ!           :v|…ËUî ‰ X8W"ËËñ p:Oz ñW< ‰ ÊU|WA8Wï ËËœ ñWÙ :u! :vïdJïËñ :v|WM:|Ë CG

 :vÄ vë…;d!x vïËu¶< UO|ñËËœ ¨WfiOçM!d pï ‰ «œ ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ s:O|…ËUîWÇ «ñW§ÑUïœxÆ†;d§!ñ…œ

 :v|UÙW! UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! :ÈñUë«œu3 vÅUÄxÆXO!WÙ :v|ñËËœ :v|UÙW! s|d¶ï“Wî uë

Ü

 :v|UÙW! ·…œ ‰ ÊU|…ËUîWÇ ËËœñWÙ s:O¶HJ:Oì ËËœñWÙ s:O|WA:OëËUÙx©√® :vIì ‰ W" :ÈËWz

øW|WÙ «bï«Ë «ñW§ÑUïœ Èbï…u|WÄ ı ÆWJ!WM:|Ë ÊU¶ÑWJ:Oì ËËœñWÙ ¨WJ!ñU|œ v"ñUî˛WÙ

ê

O

f x x( ) = 1
2

2g x x x( ) = −1
16

1
2

4 2
2 4,�[ ]

2 4,�[ ]

m3

m3

ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

 :vëWA:Oëô :v|…u:OÇm20UÙW! s|d¶ï“Wî :ÈË :ÈñW!ËË;ñ uë WJ!ñUî˛WÙ :ÈË UOïUÄ Ë Èó:|ñœ Æ

s|d¶ëËuâ! :ÈË ÈñW!ËËñ uë WïWÙ :v|WA:Oëô UOïUÄ Ë Èó|ñœ :u! UÙW! „…bMÙ :ÈñWz ÆXO!WÙ

 ÆWJ§ï:Ë;ñ :u8 Uç<ñW! øXO!WÙ UÙW!

15

 :ÈË :v|…dO¶çOï UëW|:uÖ ˜Uïœ „WëWìËuìr:v|WM:|Ë ‰ „…Ë ñWÙ ¨W|«œ

uë WJ!ñUî˛WÙ :vëWìËuì :v|…dO¶çOï Ë vÙ«bMK! ÆÈdëñU|œ ñW§î«ñW!

 ÆXO!WÙ UÙW! s|d¶ï“Wî :ÈË :v|…ñU!Wè

16
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0

0

 :v|UÙW! uë ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ sO¶ãWJOì ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì U|bï…u|WÄ È…ñU!ñ…œ ÈóO!œ ı u"x

 ÆXO! s|d¶ï“Wî ÊU|…ËUîWÇ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì UO|ñËËœ †Wëœ U<…Ë

œ
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Wè:uKÅ s:OìU8 s:O|«œu3 s:|ñ:u3 uë WJ!WM:|Ë :vëW|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ¨WJ!W<UM:OÄ :ÈWA8Wï U|Wè:uKÅ üU8

 Æ†WJ!ñU|œ

1

3

¨Xë U|WA8Wï U|WA8Wïf †Wëb8U< :vÑ W¶ë UëW|WA8Wï :v|UÙW!xÆXO! bïWÇ ñWÙ

  U|WA8Wï uë Wï«œ U<…Ëf„…bMÙ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ¨W|WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ Ë Wî«Ë…œñW! W|Ë W¶ë

 Æ†WëœñU|œ :ÈË :u! ÊU|UÙW!

2f x f x( ) ( )− = −

x − 5 − 4

− 4

−1

−1

0

0 0

2

2

3

3

6

y 1

 ÆWJ!ñUî˛WÙ CG

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

s:OìU8 «ñUî˛ s|d¶L:Oë ÆWJ!WM:|Ë             :v|…ËUî ‰ :ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ Ë ¨WM:|uM! :v|W¶A8 s:O|«b:OÄ

 ÆWJ§ïËËñ :vÑWz ø…bïWÇ «œ v|…ËUî vÑœ v|…ËUîWÇ ñW< ‰ Wè:uKÅ

 „…Ë W|WÙ :vM¶! vëW|UÙW! v"UL:Oë » :ÈñWzc s:O|UÙW!˛x:vÑWz «œ             :v|…ËUîœ

ÆWJ§ï:Ëñ :vÑWz ø†WJ§8U<

Üf ( )−3

f ( )4

ê−[ ]6 6,�

′ = −f c( ) 1 œ

 s:OïUM:OÙ«ñ ËËœñWÙ ‰3 Ë4Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî Ë Wè:uKÅ s:OìU8 ©XO!WÙ ñWëWÙ® ¨

 ÆWJ!ñU|œ :v|W¶A8 :vÑ :u! ÊËu§L:Oë ˜…ñW! s:O|…ËUî

 s:OïUM:OÙ«ñ ËËœñWÙ ‰5 Ë6Ë ‰UâÑUï ñW< ‰ WJ! :vMOì:uëWÑ Ë ¨WJ!ñU|œ :vï«;d:OÖñ…Ë s:OìU8 ¨

 ∫:ÈWA8Wï :v|…ËUîWÇ U|bîuë

f x x x( )= −( ) −( )1 3
2

5f x x x( ) cos= +

 s:OïUM:OÙ«ñ ËËœñWÙ ‰7 Ë8s:O|UÙW! ËuîWÙ UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! :ÈËËœ :ÈË«dÅU"«œ UïdJOèU" ¨

 Æ:vOÙUîËœ

7f x x x( )= −( )2 12 28f x x x( )= − +4 1

6f x x x( )= +( ) −( )2 4
2

4f x x x( ) sin cos= +0 2, π[ ]

 È…ËUîWì

 È…ËUîWì

0 2, π[ ]
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−[ ]6 6,�

øWJ§ïËËñ :vÑ øXO!Wï ZïUîñUz               XO!b:OÇ :ÈñWzlim ( )
x

f x
→0

Á



 UïUM:OÙ«;ñ ˛9 U"WÙ16 ÆWJ!ñUî˛WÙ Èdë“«u8«œ :vºïUîñUz ¨

9lim
x

x

x→+∞ +

2

3 5

2

2
10lim

x

x

x→+∞ +

2

3 52

UïUM:OÙ«;ñ ˛17 U"WÙ20∫WJ!ñU|œ :ÈWA8Wï :u! vïËu¶< Ë v|:u<Uz s|ñUMëñ…œ ËuîWÙ ¨

17f x x
x( )= +
−

2 3
418f x x

x
( )=

+
5

2

2

2

19f x x( )= −3 220f x x

x
( )=

+

3

22

 UïUM:OÙ«;ñ ˛21U"WÙ28 ÆWJ!WM:|Ë :vëW|WA8Wï ñWÙ :ÈËUîWÇ ¨

11lim
x

x
x→−∞ +
3

5

2
12lim

x

x x
x→−∞

+
−

2

2

13lim cos
x

x
x→+∞

514lim
x

x

x
→+∞ +

3

42

15lim cosx

x
x x→−∞ +

616lim sinx

x
x→−∞ 2

¨ÊUïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ñW< ‰ s":u3 ËU¶<…Ë s:O|ô ËËœñWÙ ¨ËU¶<…Ë WÅ:uÖ UëW|WÅ:u~:O< ‰

s|d¶L:Oë :ÈË :ÈñW!ËËñ uë WJ!ñU|œ :vÅ:u~:O< :ÈË s:|ñW< ÆX|ñ:u!œ«ñ          ôU8œ :ÈË :v|˛ Ë

 ÆXO!WÙ UÙW!

30

«;ñ:uÄUÄA :v"ôWÙ :̨Ëñ :v8…;ñ ‰B : »km100 «;ñ:uÄUÄ ¨Ëu! ñËËœ U|A:uÇ UÑUz :̨Ëñ ˜…ñW!

 :ÈË :v|«;dJ:O" :vë…“Wì »km/h12 «ñ:uÄUÄ Ë ¨Ëu!B:v|«;dJ:O" :vë…“Wì » :uÇ ñËuÅU! ˜…ñW!

 :ÈËkm/h10UÙW! s|d¶L:Oë :Èœ Ê«;ñuÄUÄ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì ÈñËËœ vî…œ ı ‰ ÆËu!

 øXO!WÙ

29

1 8,�( )
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21f x x x( )= −4 3 422f x x x( )= −16 2

23f x x x( )= −( ) −( )3 1
2 324f x x

x( )= +
−

1
1

25f x x
x

( )=
+
2

1 226f x x
x

( )=
+

2

4 1

27f x x x x( )= + +2 428f x x x( )= − + −1 3
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f x x( )= − 2

f x x( ) tan=

f x x x( )= − +3 6 5

1 øWïWÙ :vOÙUîËœ s:O|UÙW! ËËœ :vM¶! :Èñ«u8 ‰ U|WA8Wï óOë

CGÜêf x x x( )= + −3 6 5

O`gf x x x( ) ln= +

−∞ −] ],� 2f x( ) ,�= +∞] [4 [] CGÜê2 4,�[ ]O`g

2 U|WA8Wï ¨v|…ËUî óOë ‰ øWïËu§L:Oë ˜…ñW!

 ÆWOOï

0 :vM¶! CG

 Æ         ‰ W|WÙ UÙW! s|d¶ï“Wî CG

1 :vM¶! Ü

Ü

3 :vM¶!
ê

 ÆWMOï
ê

0 Ë3 O0 Ë1 `g

f x ex x( )= − +3 6 2 8

−∞ −⎤⎦ ⎡⎣,� 1
a

1
a ,�+∞⎤⎦ ⎡⎣−∞ −] [,� 1 −∞⎤⎦ ⎡⎣,� 1

a
CGÜê− +∞⎤⎦ ⎡⎣

1
a ,�O`g

3 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ         ñWëWÙ Æ:v|…ËUî ‰ XO! ‰UâÑUï v| :Èœ

4 :vï«d:OÖñ…Ë s:OìU8 s:O|:uÄx U|WA8Wï :u! ÆW¶O!œ

5 U|WA8Wï :v|…ËUîWÇ Èó:O! u" †…œœ :vJ:|ñ :̈Èñ«u8 ‰ s:OïUÑ óOëf‰ W|WÙ :vï«;d:OÖñ…Ë ôU8

 Æ

f x ax x x( )= + + +3 23 4 5 a < 0

f x x x( )0 5 3 75 4= − + +

x c=

′fx c=′′ =f c( ) 0′′f c( )

 s|ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙœ         ‰     UïUAOï ¡fË WO|Uº:O< …ñ«œ…œ«ñ UëW|WA8Wï `g x c=c = 0 ′′f

x

6 WïUfiëW| »W3Ëuî s:O|…ñUî˛ ËËœ :vîW3ñW<60vJ:Oz Uï«bJ:Oì :vîUºïWz :u! «bïUOÅœ :v|UÙW! s|d¶ï“Wî Æ

 ø…bïWÇ :ÈËËœ :v| :v|U3Ëœ ‰WÖœ Ê«Ë ˛

3481 CG3600 Ü27 000 ê32 000 O36 000 `g

7 WïUfiëW| :ÈË :v|˛ U|ó:|ñœ ¨ËU¶<…Ë UëW|WÅ:u~:O<10 ø…bïWÇ :ÈË :ÈñW!ËËñ :v|UÙW! s|d¶ï“Wî Æ

24 CG25 Üê48 O50 `g 25 2

8 U"ËUÙ s:O|WÖ;d! ËËœñWÙ » È«œñËuM< «ËWz ñ:u< U|WA:Oëô :ÈñW!ËËñ s|d¶ï“Wî

 Ë ∫W¶O!œ

`g

CG40 Ü

ê50 O 30 2

y x= 4 2

y x= −30 2

20 2

40 2
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9 :v|«;dJ:O" » :vëW|:uìUáÅWÅ :ÈñU!Wè:v|«;dJ:O" » :ÈË :v|ô U|ó:|ñœ :vì ¨XO!œ…b:|“

 ø…bïWÇ :v|:uìUáÅWÅ :v|ô U|ó:|ñœ ÆXO!œ …b:|“

CGÜêO`g 123 cm

24cm3 / min

2cm / min

2cm2 2 cm

10 :v|«dJ:O" » :vëW|:uìUáÅWÅ :ÈñU!Wè :v|«;dJ:O" » :ÈË :v|ËË;ñ :ÈñW!ËËñ :vì ¨XO!œ …b:|“

 ø…bïWÇ :v|:uìUáÅWÅ :v|ô U|ó:|ñœ ÆXO!œ …b:|“

24cm3 / min

12cm2 / min

4cm8cm

CGÜêO`g 123 cm 2cm2 2 cm4cm8cm

11XO!          v|:u<Uz U| :ÈË «“Wì WëWÙ ¨XOçìœ :vëW|Wï“U! ñW< ‰ „WìU8

 ôU8 ‰ ø…bïWÇ :vìU8 :ÈË ‰     :vïËu¶< U| :ÈË «“Wì ¨

dx
dt

=3

0 6 0 8. ,� .( )

CGÜêO`g −2 25. −3 875.−3 75.3 75.3 875.

dy
dt
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1-5 ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

2-5 ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

3-5 :v|ñUJîUîW" UïdëñUî˛WÙ

4-5 :v|ñUJîUîW" ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

 ÊËuÇ«b:OÄ

:vïËuî“Wz :u! Êdë…œUîUz

 :vºM:OÄ :vÅW!

 Wï«Ë

 vÅW! UçOï UïËuî“Wz

ÊU"ô…Ë ÈW!ñ:Ë“ ‰ vJOî«dO< UïdJ:OÇ :ÈñWï:uÙ

U| WM¶ãWJA:OÄ ËWz :ËdÑWz U"WÙ Ë ¨WO¶ãWJA:OÄ U|

 U|WA8Wï :v| :vïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë ÆWî«Ë…œñW!

 :vî…œ:v|…u:OÅ ¨

¨XM:|uïœ vJOî«dO< UëWïUîUz :u! v¶AOïW"

:u! W|UL:OÙ    Ë ¨©ÊUO|dÖ »® :vOÙ«bMK! :u! W|UL:OÙ

ÈË :v|WJM! ÆXO!   vÙ«bMK! :vî…œ v|…dO¶çOï

vë…e:Oî ñW< WïUï«œ Ë ÊdJ¶<Ëñœ :vïUîUz

Êdë…b:|“ W¶:ON! X:OÑœ UO|;ñWÙ :ÈË È;d! ÆX|;dÑ“œ

:u! ¨…bïWÇ :vïUîUz :vÑ UïdJ:OÇ :u! v|WJM! ñW< ‰

» Â«Ë…œñW! W|…bÑUï ˛ :v|…dO¶çOï WëWÙ 5ï«“

:v|…dO¶çOï ˛ XO! d¶L:Oë ©:vëWO:|dÖ® vºMOz p:Oz

 øWÑñ…œ ˛

0 8 5 0 2 4≤ ≤ = +x y xπ ���������� . sin

x

x

y

  ÈñUJîU9IntegrationIntegration ÈñUJîU9
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 ˜«ñ«“

UïËu¶< ‰ ÈU$uÖ U| :v|Ë UïdëWÑËdÅ ‰WÖœ :v¶<«ñ :v8…ñ UïËu¶< ‰ UëW|…˛«ËW¶<…œ ñWÙ

 ø…b:|dÖ :vÄWÇ :v8…ñ

.1Æ        :vî…œ    U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ

.2 ÆÈbïWÑUï UM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O"

.3 v"U< UM|;ñ:uÙ:uÖ :v|«dJ:O"

.4Â«Ë…œñW! U|WA8Wï

.5 ÆZïUîñUz

∫@ï…œ uÑUï » s:OîW3ñW<

Æ√ ÆXO!œ :ÈdH< vJ|e:Oï       :vî…œ      :v$UîñUz

Æ»ÈdëñU|œ vë…d! vJ|e:Oï     :vî…œ †dÖœWÑ:u‹!    vë…d! UïËu§J|e:Oï

 ÆXO!œ       vJ|e:Oï ÊU| XO!œ

ÆÃ  ÆXO!œ :ÈdH< vJ|e:Oï    :vî…œ                     :È;d! UïËu§J|e:Oï

Æœ Æ    UM|;ñ:uÙ:uÖ ñW< ‰     UM|;ñ:uÙ:uÖ UïdJÅW!«œ :vîU$Wz

ÆÁ Æ«œ vëW|…ËUîœ †dÖœWÑu‹! WA8Wï :v|UÙW! s|d¶ï“Wî

ÆËÈñW< :v! ÊWJ!WM:|Ë :ÈË UïdJïËËñ :v|WM:|Ë W|«bïUOÅœ U| ¨WëW|WA8Wï

 ÆÊWë«ñ vfiOçM:OÄ

:ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|ñ

 :vîW3ñW< ÆW!W3Ëuî …Ë«ËW" UëW|…ñUî˛     ¨WJ!ñUî˛WÙ    :vÄ 2

 ¨uë WMO*Wfi! ÈñUëdO! :vîU$Wzñ…œ UïUMOzñUJ!…Ë«ËW" UëW|ñUî˛     uë ¨

 ÆW!W3Ëuî

3

789

101112

 s:OïUM:OÙ«ñ ‰7 U"WÙ12 ÆWJ!ñUî˛WÙ :ÈWA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨

 ZïUîñUz

∫WfiOçM! …u:OÅ s|d"…œU< ñW< ‰

f x e xx( ) sin= +f x x( ) tan= +1f x x x( ) ln= −2 1

f x e xx( ) ln( )= +1f x e x( )= sinf x x
x

( ) ln=
+2 1

131415 lim
x

x
x→

+
−

0

1
2

1
2lim

x

x
x→+∞

+
+

2 3
5

2

2 7
lim sin
x

x x
x→

+
0

v|…œUîUz v| u" :ÈñWz øv|…œUîUz v| u" :ÈñWz

 Ë«dÅU"«œ

 uë WJ!ñU|œ        ¨         «œ:u3 s:O|WA8Wï ËËœÆXO! v¶<«ñ UëW|…ñUî˛    uë ¨ 4

  ÆWOO¶<«ñ UëW|…ñUî˛˛     ¨WïWÙ Ë«dÅU"«œ p:Oz                        Ë                 ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ uë WJ!ñU|œ 5

 ø…bïWÇ                         U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ¨XO!         U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ        ñWëWÙ

 ÆXO! v¶<«ñ UëW|…ñUî˛    WëWÙ

6

u x( )

1

fx a=∆
∆

y
x

∆ x

xx

+∞
f a h f x

h
( ) ( )+ −

yx

s nn = + + +1 2 ...nn

n 1 22 2 2 1 2 1
6+ + + = + +... ( )( )n n n n

v x( )′ = ′ =u x v x a( ) ( )a

f x e x( )= 2g x e Cx( )= +2C

C

f x( )u x( )v x u x C( ) ( )= +

h
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 ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" 1-5

 ZïUîñUz

•ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" UMOfiOçï

†…;ñWM! U|WA8Wï UM|d!ñ…œ :u!

  ÆsMOzœñUJ!

•ñUî˛WÙ †…ñWM! s:O|WA8Wï

s:O|Ufi:|ñ UïUMOzñUJ! ¨ÊWëœ

  Æ:v|ñUJîUîW"

•:u! †…;ñWM! U|WA8Wï

«ËWz Ë ¨ÈdëñU|œ UëW|WA8Wï

X|ñ:u!œ «ñ ÈdëñU|œ UëWìU8œ

 ÆÊWëœñUî˛WÙ

 ˜«ñ«“

Vocabulary

†…;ñWM! U|WA8Wï

Antiderivative

ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

Indefinite Integral

 :v|ñUJîUîW" :È;ñ:uÖWï

Constant of integration

†…ñWM! U|WA8Wï

:vë…˛:Ëñ W" :vì ¨ÈWëœñUî˛WÙ ÈdëñU|œ UëW|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ «ËWÇ :v|Ëu!d:Oã u" d¶A:OÄ s:O|Wï«Ë ‰

:Èœ :v|Wï«Ë :vÑ ‰ Ævï«e! :ÈË :ÈË«dÅU"«œ WëWÙ ÈWJ!ñUî˛WÙ :vëW|WA8Wï v:OÅœ u" :ÈñWz ¨WO|dëñUO<dÄ

 WëWÙ ∫v!d:Oãf U|WA8Wï v:OÅœ u" ¨XO! Â«Ë…œñW! UëW|WA8WïF:ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ uë ÈWJ!ñUî˛WÙ

 Ë ¨XO!WÙf :vA8Wï :vÑ Wïó:O!œ ÆXO! :ÈË :ÈË«dÅU"«œF U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8WïfÈdOã :Èœ Æ

UëW|WA8Wï :u! †…;ñWM! s:O|WA8Wï ËuîWÙ UïdëñUî˛WÙ :u! ÊWJ! W" U|ñUJ|ñUÙ ËWz ¨v! ÊU|Ufi:|ñ „…bMÙ

 ÆÈdëñU|œ

U| „WìWÖ :ÈñUO<dÄ :vÑ Uç<ñW! øWïWÙ ÈdëñU|œ UëW|WA8Wï :u! †…;ñWM! UëW|WA8Wï ˛ d¶Ä :ÈñWz

 Æ              U|WA8Wï :u! †…;ñWM! s:O|WA8Wï WM!œ ;ñ:uÖWï s:O|WA8Wï ËuîWÙ ÆWOOÙUïU<

 7|œWÑ

U|WA8Wï ∫†…;ñWM! s:O|WA8Wï UïdëñUî˛WÙ ∫WJ!ñUî˛WÙ v|Ëu!«b|WÄ :ÈË ˛ Ë«dÅU"«œ ËWz

 ødëñUî˛WÙ WA8Wï ËWz «ËWÇ W"

.1′ =F x x( ) 2

.4′ =F x
x

( ) 1
2

.5′ =F x x( ) cos

.2′ =F x x( ).3′ =F x x( ) 2

WëWÙ ¨    U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï XO!WÙ :ÈË«dÅU"«œ UïUOÅ uë     U|WA8Wï Wïó:O!œ

 ÆXO!    vïUfiëW|    :ÈË«dÅU"«œ

†…;ñWM! U|WA8Wï

F x( )

f

f

F

F

 «Ë«dM:O*W<5-1†…;ñWM! U|WA8Wï

¨                            U|WA8Wï :Èœ ¨         U|WA8Wï :u! XO! †…;ñWM! UëW|WA8Wï         ñWëWÙ

Æ         :u! XO! †…;ñWM! UëW|WA8Wï ¨WOO¶<«ñ UëW|…ñUî˛

f x( )= 0

:Èñ«u! ‰ s:|ËWz ÆÈË«dMO*W< ˜ UïbïU*W< :u! W<W!                          :ÈË«dÅU"«œ UïdëñUî˛WÙ

U|WA8Wï :u! †…ñWM! UëW|WA8Wï ñWÙ UM|;d!ñ…œ :u! sMOzœñUJ!                :v|UL:OÙ ÊWëœñUë :v|ñUëdO!

 Æ         U|WA8Wï :u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" v|UL:OÙ vÑ Wïó:O!œ Ë Æ

F x( )f x( )

f x( )

G x F x C( ) ( )= +

f x dx( )∫
f x( )f x( )

Indefinite Integral

G x F x C( ) ( )= +C
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 ∫WJ!ñUî˛WÙ

 W‡‡‡‡‡ïËu/†…;ñWM! U|WA8Wï UïdëñUî˛WÙ 1

 ∫ñUJOÅ

uë vMO! :Èœ ¨vMO! :u8 «dO! ‰                   :Èe:OÙ s:O|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ U|Ufi:|ñ u"  WëWÙ

 :vÑ :ÈË«dÅU"«œ :vìW! Æ                   :Èñ:u3 ˛ WO:OëW|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ                 U|WA8Wï

U|WA8Wï W¶O!œ Æ                   Ë  ¨         :Èœ ¨                      WëWÙ Æ                    W¶O!œ :vA8Wï

ÆWJ!    U|…ñUî˛ UOMO§:O" Æ                           ∫vfiOçM! v:OÅœ u" «ñËWì ÆÆ                :u! †…ñWM!

:ÈË :u! WïWÙ †…;ñWM! s:O|WA8Wï ËËœ uë vï«e! «œ ©   ® ñ:uÖWï «ñUî˛ :vÑ UïËu!WÙ :v$UîñUz

 Æv¶<«;ñ Uë…ñUî˛ Uïdë…b:|“ UO|“«ËUO3 » Wï«œu3 œ ËœuJ:Oz ˛ Ë :vA8Wï

s:O|WA8Wï ËËœ «ñW§ÑUï ‰                                U|bï…u|WÄ

s:O|WM:|Ë uë XMOÙWÖœ :vJ:Oz :ÈË :̈vA8Wï p:Oz :u! †…;ñWM!

UëW|WA8Wï s:O| †…;ñWM! s:O|WA8Wï ËuîWÙ s:OïdJï:Ëñ

U| vïËu¶< UïUA:Oë«ñ :vîU$Wz ˛ s!œ «b|WÄ ÈdëñU|œ

:v|WM:|Ë ‰ „…Ë ñWÙ ¨Ê«Ë ˛ :vëW|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë

:̈vOMO§:O" :vÑ UM"dÖñ…Ë ˜UÇñW! » ¨XO!œñU|œ ñW§î«ñW!

UëW|WA8Wï s:O| †…;ñWM! s:O|WA8Wï ËuîWÙ ˜Uïœ

:v|WM:|Ë W|WÙ †…;ñWM! U|WA8Wï p:Oz ¨«œ ÈdëñU|œ

ñW< ‰ :vM¶! X|ñ:u!œ «;ñ ÈdëñU|œ UëWìU8œ :ÈË UïdJïËËñ

 :Èñ:uÖWï Ë ÆvïU":uÄ :v¶8W"ËËñcUM|;d! ËËœuJ:Oz W¶O!œ

¨†…;ñWM! U|WA8Wï :ÈË UïdJïËËñ :v|WM:|Ë :v| :vïËu¶<

® W¶O!œ ÈWA8Wï ÈË UM|;d!ËœuJ:Oz ôU8 uJïUz0 , c Æ ©

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1

x dx2∫

 ∫WJ!ñUî˛WÙ x dx3∫

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.2UïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë WëWÙ WJ!ñUî˛WÙ                U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï

 ÆX|ñ:u§! «ñ          ôU8 œ :ÈË

f x axn( )=

f x x( )= 2F x ax( )= 3

F x ax( )= 3 2′ =F x f x( ) ( )a = 1
3F x x( )= 1

3
3

f x x( )= 2x dx x C2 31
3∫ = +C

«ñ       ôU8 œ :ÈË UïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë WëWÙ WJ!ñUî˛WÙ            :u! †…;ñWM! U|WA8Wï

 ÆX|ñu§!

 W‡‡‡‡‡ïËu/ È«œñËuM< U| †…;ñWM! UëW|WA8Wï UïdëñUî˛WÙ 2

 ∫ñUJOÅ

U|WA8Wï UïdJïËËñ :v|WM:|Ë «œ ¨               U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï W¶O!œ

Æ      WïUfiëW|    uJïUz Æ†WJ§8U<                    U|WA:OëËUÙ    X:OÑœ ¨X|ñu§!«ñ         üU8 œ †…;ñWM!

W¶O!œ X|ñ:u!œ«ñ          ôU8 œ «ËWz               U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï uë XO!œñU|œ :vÑ ˛ Ë

 Æ

f x x( )= 2

f x x( )= 2

(3,3)

(3,3)

−6

f x x( )= 4

G x x( )= −1
3

3 6

C

G x F x C( ) ( )= +

f x x( ) 2==(3,3)

G x x C( )= +1
3

3

3 31
3

3= + C

( , )2 4

vJïuÇ ÆÈWëñUî˛WÙ ÈdëñU|œ UëW|WA8Wï :u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" «ËWÇ v!d:Oã :vï«Ë vÑ ‰ :Èœ

:u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" UïdëñUî˛WÙ «;ñËWì :̈ÈË :ÈË«dÅU"«œ :u! WOëW|WA8Wï UM¶<UÙ:uÖWÑ Ë«dÅU"«œ

Uë…ñ«œdë W¶O!œ ÈdëñU|œ UëW|WA8WïÈË«dÅU"«œ :u! È˛UÑ:ËñW!uë XO!œ ÂU$Wzñ…œ :vOMO§:O" :vÑ ˛ ¨

 ÆÊWëœ «b|WÄ ñËuMfi:O! U|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|ñ
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c

C

C



ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ

Èœ Uë…ñU3 :v|WA8Wï :ÈË u" Ê«ñU3 „…bMÙ X:OÑœ Æ:v|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ UïUMO£Nº! UïdJOÙUïU< :u!

 ÆXO! vÙUïU< » :v|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ UïUMO£Nº! «œ ¨WfiOçM! p:|ñ vëW|…u:OÅ »

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

 W‡‡‡‡‡ïËu/:v|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ UïUMO£Nº! 3
(2cos 5 )x x dx−−∫

 ∫WJ§îUîW" :v|W¶A8 vÑ

 ÈñUJîUîW":ÈWA8Wï UM¶fi‹J:|ñ…b! ÂU$Wz :v|ñUJîUîW" WJ!…œU<

 W‡‡‡‡‡ïËu/ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" UïdëñUî˛WÙ s:OÑU~M:OÄ 4

 :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|ñ:v|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|ñ

( )C ′ = 00dx C=∫

( )kx k′ =

kf x kf x( ) ( )( )′ = ′

x nxn n( )′ =
−1

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±( ) = ± ∫∫∫

e ex x( )′ =

(ln )x
x

′ = 1

kdx kx C= +∫

kf x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫

x dx x C nn n

n
=∫ + ≠ −

+

+1
1

1
1

e dx e Cx x
=∫ +

1
x

dx x C=∫ +ln

cos sinxdx x C= +∫

sin cosdx x C= − +∫

(sin ) cosx ′ =

(cos ) sinx x′ = −

f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )±( )′ = ′ ± ′

 ∫ñUJOÅ

( cos ) cos cos s2 5 2 5 2 5 2x x dx xdx xdx xdx xdx− = −∫∫ = − = iin x x C−∫∫∫ +5
2

2

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.3 WJ!ñUî˛WÙ ( sin )2 3 2x x dx+∫

1
3

x
dx∫ CG

x dx∫

2sin xdx∫

Ü

ê
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 ÈñUJîUîW"ÈWA8Wï UM¶fi‹J:|ñ…b! ÂU$Wz :v|ñUJîUîW" WJ!…œU<

1
3

x
dx∫x dx−

∫
3− − +1

2
2x C− +1

2
2

x
C

2
3

x x C+

− +2cos x C

2
3

3
2x C+

2( cos )− +x C

x dx
1
2

∫

2 sin xdx∫

CG

x dx∫

2sin xdx∫

Ü

ê

∫ñUJOÅ

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ3 ∫†…;ñWM! s:O|WA8Wï UïdëË«dÅU"«œ » ¨WJ§8U< vfiOçï «ËWz UO¶<Ëñœ ¨

1-5ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ
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 ¨               ñ…œWMO!    Ë      vÅUÄ ¨

 Æ∫WMO!ñUJ! :vïdJJAÄ pAÄ » ÈñUJîUîW" U|Ufi:|ñ Wë:uï

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1 Æ…d:Oî˛WN!

f x x( )=u x=

dv e dxx=duv′ =u x( ) 1du u x dx dx= ′ =( )

v x v x dx e dx ex x( ) ( )= ′ = =∫∫

udv uv vdu

xe dx xe e dx xe e dx xex x x x x x

= −

= − = − = −

∫∫
( )1 ee C e x Cx x+ = − +∫∫∫ ( )1

x xdx2 ln∫

˜«ñ«“

Vocabulary

 :vïdJÅW§ÅW! » ÈñUëË«ËW"

Integration by parts

 :vïUï«bN' » ÈñUëË«ËW"

xe dxx∫
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Integration by Substitution

dx



 ñUJOÅ

U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ 5ï«“œ ÂWz Æ…d:Oî˛WN!              ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" :vJ:Oá¶<…œ ‰

Æ:ÈWA8Wï :ÈË ˛ …d¶OÙUïU< ËWz Ë ¨              W¶O!œ

               Ë                     ∫…d:|ó§ìWÙ Uº:OÑ

∫WJ!ñUî˛WÙ    Ë      vÅUÄ

 ∫WMO!ñUJ! :vïdJJAÄ pAÄ » ÈñUJîUîW" U|Ufi:|ñ Wë:uï

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.2 Æ…d:Oî˛WN! ln 3
1

3
xdx∫

:vïUï«bN' » ÈñUJîUîW"

‰ Ë W¶:|ËUz U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ U|Ufi:|ñ ñW< ‰ …bïW! v| :vïUï«bN' » ÈñUJîUîW" :vJîWÇ

vÑ » :Èœ Ë Æ                      :Èœ ¨              WëWÙ ∫              eMO§|ô UMOfiOçï UïUMOzñUJ! ñW<

  ÆXO! v|…u:OÅ

du g x dx= ′( ) u g x= ( )

f g x g x dx f u du F u C F g x C( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ′ = = + = ( )+∫ ∫
Leibniz

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vïUï«bN' » ÈñUJîUîW"

 ÆWJ!ñUî˛WÙ

3

 ñUJOÅ

 XÑWëñ…œ :Èœ WÑWz ¨                 Wï«œ ∫:Èœ vÅUÄ ¨

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.3 ÆWJ!ñUî˛WÙ

du xdx= 2

2 1 12 2 2 3 2 31
3

1
3x x dx u du u C x C( ) ( ) ( )+ = = + = + +∫∫

2 12x x dx−∫

2 12 2x x dx( )+∫

u x= +2 1

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vïUï«bN' » ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW" UïdëñUî˛WÙ

 Æ…d:Oî˛WN!

4

 ñUJOÅ

 Uº:OÑ                  Wï«œ Æ…d:Oî˛WN!                        ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" :vJ:Oá¶<…œ ‰

 XOÑWëñ…œ :Èœ ËÆ

  Æ…d:Oî˛WN! ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW" vÅUÄ

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.4 Æ…d:Oî˛WN!

x x dx u du u du u x( ) (2 3 3 31 1
2

1
2

1
2

1
2

4

4
+ = = =∫∫

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
=

22 41
4
+⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥∫ )

x x dx x( ) ( )2 3

0

1

0

1

1 41
2

1
4

1
2

1
4

1
2 4

+ = ⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
= −( )=+∫ 55

8

x x dx2

1

2
1+∫

x x dx( )2 3

0

1
1+∫

x x dx( )2 31+∫u x= +2 1

du xdx= 2xdx du= 1
2

ln xdx∫f x x( ) ln=

u x= ln

dv dx=

duv

v dx x= =∫
udv uv vdu

xdx x x x dx x x dxx

= −

= − ( ) = − =

∫∫
∫∫ ln ln ( ) ln1 xx x x C x x Cln (ln )− + = − +∫ 1

ln (ln ) ( )(ln( ) ) ( )(ln(xdx x x e e
ee

= −[ ] = − −∫ 1 1 1 111
)) ) ( ) ( )− = − − − =1 1 1 0 1 1e

 W‡‡‡‡‡ïËu/È…œ«ñ p:Oz UëW|WA8Wï UO|ñUJîUîW"

 Æ…d:Oî˛WN!

2
ln xdx

e

1∫
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 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ4Æ…b:|dÖ :Èñ«u8 ‰ ÈU$uÖ U| ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" ‰WÖœ :vëW|WA8Wï ñWÙ ¨

3-5
  ÊUM:OÙ«;ñ  ÊUM:OÙ«;ñ

ln xdx∫x xdxsin∫x e dxx2∫x xdx2 cos∫

 UïUM:OÙ«;ñ ˛5 U"WÙ8pAÄ » ÈñUJîUîW" Uï«bîU$Wz UïdJ:Oá¶<…œ :u! WJ§ïUAOM¶<…œ    Ë   ¨

 Æ›WO|dë“«u8«œ U|Wï ÈñUJîUîW"¤ :vïdJJAÄ

5678 xe dxx2∫(ln )x dx2∫x
x

dx
cos2∫x xdx2 cos∫

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰9 U"WÙ01œ       ¨ ÆWJ!ñU|œ «œ

910 10 5 12 2x x dx( )+∫x

x
dx

2 1+
∫

 UïUM:OÙ«;ñ ˛11 U"WÙ13 ∫WJ!ñUî˛WÙ ÈU$uÖ UëWO:|ñ » ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" ¨

12 f x x x x( ) sin cos= −f x x x x x x( ) sin cos sin= − −2 2 2

34 f x x e xe ex x x( )= − −2 2 2f x x x x( ) ln= − +

UïUM:OÙ«;ñ ˛14 U"WÙ16 ∫WJ!ñUî˛WÙ X|ñ:u!œ «ñ ÈdëñU|œ ôU8œ uë    :u! †…ñWM! U|WA8Wï ¨

,, 1516f x x x( ) ( )= −2 4 102 2 f x x x( ) cos= 2

11( )x e dxx2 1−∫

∫…d:Oî˛WN! ñ«œñËuM< » UO|ñUJîUîW"

18x xdxcos
0

2
π

∫19x e dxx2

0

1

∫20x xdxsin2
0

π

∫

1213x xdxcos∫ x x dx−∫ 114x xdx3 sin∫

( , )0 3, 17f x x x( )= − −2 8 2( , )2 7 ( , )2 10

CGÜêO

udv

g(x)f g x g x dx( ( )) ( )′∫

f

 UïUM:OÙ«;ñ ˛21U"WÙ23 ∫WJ!ñUî˛WÙ ÈdëñW§O< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ ¨

2122x x dx2 3

2

6
2+

−∫23( sin sin )2 2
0

x x dx+∫
π

x x dx+∫ 13

0

7

 Uï«bîU$Wz v:O! :v|ñUJîUîW" :v|UÙW! UM¶ãWJ¶<…œ :u! WMO!ñUJ!

  Æ:v|ñUJîUîW"

24

CG

x dx2

0

2 8
3=∫

x dx2

2

0

−∫Üx dx2

2

2

−∫
ê−∫ x dx2

0

2
O3 2

2

0
x dx

−∫

ÊUJîWÇ È…ñU!ñ…œ

 ÆUïUMOzñUJ! …d:Oî˛WN! 27x

x
dx

3

24+
∫

 :vïdJAÄ pAÄ » ÈñUJîUîW"

  Æ                          :vî…œ

CG Æ                 :vî…œ :vïUï«bN' » ÈñUJîUîW"
Ü

dv dxx

x
=

+4 2

u x= +4 2

  WëWÙW¶<Ëñœ U|Wï                 UMOfiOçï vÇ:u! WJ§ï:Ëñ ¨ 25

 vÇ:u! WJ§ïËË;ñ :v|ñUJîUîW" Uï«bîU$Wz v:O! 26

x x dx u du( )5 2 3− ≠ ∫∫u x= −5 2

x x dx( )2 2

2

2
1 0+ =

−∫
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=

+c
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UO|ñUJîUîW" :v|UÙW! uJïUz ¨                        uë ÊWëœñU|œ W" :u! d¶A:OÄ s:OîU$Wz

ÂWz uë †Wëb:Oì U<…Ë WÑWz ¨W§ìU< WëW|…ñUî˛                   UO|ñUJîUîW" :v|UÙW! Ë W!W3Ëuî WëW|…ñUî˛

Ë          :vî…œ ¨         :v|…ËUî ‰ XO! VìU< U|Wï «b:O" WA8Wï :v|…ñU! ÈËWz «ñW§ÑUï ‰ s|WJ! :vOÙ«œu3

 Æ«b|…ËUî vÑœ XO! »W3Ëuî U|Wï «b:O" WA8Wï :v|…ñU!

ËËœñWÙ Ë    :Èñ…ËW" Ë     U|WA8Wï UïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËËñ UïdëñUî˛WÙ :u!

WA8Wï ËWz vëW|…u:OÅ » ÈWJ§ÅW!«œ          :v|…ËUî u" :vJ:Oá¶<…œ ‰ X:OÑœ ¨        Ë           Êö:OÙW¶<«ñ

UM"dÖñ…Ë ˜UÇñW! » …d:Oî˛WN! vëWÅW! ñWÙ :ÈñW!ËËñ vÅUÄ Æ†e|ñUá! «œ vëWÅW! ñWÙœ u8 :v|UL:OÙ

» ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ WM|;ñWÖWÑ ÂWz WëWÙ ÆWJ§î:uë Ê«ñW!ËËñ ÊUÑ Ë ¨Èñu! «ËWz

…ñW!ËËñ ˜Wz :Èœ            Ë         Ê«ñ…ËW" ËËœñWÙ Ë    :Èñ…ËW" Ë                    U|WA8Wï UïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë

 ≠∫W¶O!

 :v|ñUJîUîW" s:OïUMO£Nº!

ÈñW!ËËñ UïdëñUî˛WÙ

 ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW" uë v|Ëu!d:Oã d¶A:OÄ s:O|Wï«Ë ‰ u"

ñ«œñËuM< :ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ :u! †Wëœ W" UO|ñUJ|ñUÙ

ËËœñWÙ Ë    :Èñ…ËW" Ë :vA8Wï UïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë »

:u!               uJïUz ¨           :v|…ËUî ‰ W!W3Ëuî U|WA8Wï Ë Æ          :vî…œ ¨        Ë         Êö:OÙW¶<«ñ

Ë                  ¨WJ! ñUî˛WÙ ÊUÑWz ¨v!d:Oã :vÑ UO~ïdÖ u" «œ Æ«b|…ËUî vÑœ   vëW|UÙW! ñWÙ

4-5

 ZïUîñUz

•UO|ñUJîUîW" UïUMOzñUJ!

UïdëñUî˛WÙ :u! ñ«œñËuM<

 ÆÈñW!ËË;ñ

•UO|ñUJîUîW" UïUMOzñUJ!

UïdëñUî˛WÙ :u! ñ«œñËuM<

  ÆÈ…ñU!Wè

Applications of Integral

x a= x

x

x b=

a b<f x( )> 0 a b,[ ]
sin xdx

0

π

∫sin xdx
0

2π

∫

sin cos cos ( cos )

sin

xdx x

xdx

0 0

0

2

0 2
π π

π∫ = −[ ] = − − − =

ππ π
π∫ =[ ] = − − =cos cos ( cos )x 0

2
2 0 0

sin xdx =∫ 0
0

2π
sin xdx

π

π2

∫

a b,[ ]a b<

:v|WM:|Ë » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈË :ÈñW!ËËñ ¨          Ë s! v¶<«ñ s:O|…ñUî˛ ËËœ           WëWÙ

® U|WA8Wï UïdJï:Ë;ñx ©fÆ                  WïUfiëW|          Ë         Êö:OÙW¶<«ñ ËËœñWÙ Ë   :Èñ…ËW" Ë

ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ

x b= x a=

f

x a=x b=a b,[ ]

f x x( ) sin=xx = 0x = 2π

sin sin ( )xdx xdx
0

2
2 2 4

π

π

π

∫ ∫− = − − =

:Èñ…ËW" Ë               U|WA8Wï WJï:Ëñ :v|WM:|Ë » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËËñ

 Æ          Ë       Êö:OÙW¶<«ñ ËËœñWÙ Ë

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ 1
f x x x( ) sin==x

x = 0

U|WA8Wï uë Ëu! vï«“ d¶A:OÄ W" ¨WJ!ñUî˛WÙ    U|WA8Wï :u! †…ñWM! U|WA8Wï :vJ:Oá¶<…œ ‰

:u! :vïdJï:Ëñ :v|WM:|Ë vÅUÄ Æ                    U|WA8Wï :u! W"…ñWM! U|WA8Wï

 Æ             :v|…ËUî UïdJÅW!«œ UOï«ËUÇ UïdëñU|œ :u! WJ!WM:|Ë    U|WA8Wï

 ∫ñUJOÅ

x == 2ππ

f x x x( ) sin=

0 2, π[ ]

x

f

F x x x x( ) sin cos= −
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a b<

xx b= x a=∫ f x dx
a

b
( )

ab,

sin xdx
0

2π

∫

f



   U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ

 Æ           Ë             Êö:OÙW¶<«ñ ËËœWÙ Ë    :Èñ…ËW" Ë

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.1

:ÈñW!ËËñ ¨          :v|…ËUî ‰ †WJ§8U<                   Ë ¨s! Â«Ë…œñW! s:O|WA8Wï ËËœ    ¨    WëWÙ

Êö:OÙW¶<«ñ ËËœñWÙ Ë        Ë        ÊU|WA8Wï ËËœñWÙ s:OïdJï:Ëñ s:O|WM:|Ë » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈË

                 Æ                                       WïUfiëW|          Ë

f

A f x g x dx
a

b
= −[ ]∫ ( ) ( )

f x g x( ) ( )≥a b,[ ]

«œ ÊUA8Wï ËËœ s:O|…ËUîWÇ «ñW§ÑUïœ :ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ

x b= x a=

 «bïUA8Wï ËËœ s:O|…ËUîWÇ «ñW§ÑUïœ :ÈñW!ËË;ñ

:vëWï“U! :ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! :v|ñUJîUîW"

 ÆXO!  :ÈË :v|…dO¶çOï

W¶O!œ :vï“U! UA:OëËUÙ ¨«œ †…ñWM! ôU8œ WO:Oï«œ :vï“U! :vèWÇ u" WëWÙ s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OzUï ÂU$Wz

    ¨ÈWJ!ñUî˛WÙ Æ   :Èñ…ËW" U|ñ:Ë˛ W¶OÑWëœ «ËWz :vï“U! UHOï :ÈñW!ËËñ u" W<W! Æ

ËËœñWÙ Ë                Ë                           » ñ«œñËuM< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËË;ñ W¶O!œ    …ñW!ËËñ ˜Wz

 Æ          Ë           Êö:OÙW¶<«;ñ

 Uº:OÑ                 Wï«œ Ë …ñ:uÙ:u~!    :ÈË«;ñ:uÖ :̈v|ñUJîUîW" :vÑ UïdëñUî˛WÙ :u!

 ∫:Èœ vÅUÄ

 Æ        W¶O!œ :vï“U! :ÈñW!ËËñ

 ∫ñUJOÅ

g x( )= 0

x r= −x r=

f x r x( )= −2 2

x y r2 2 2+ =

A

Æ            :v|…ËUî ‰ W!W3Ëuî U|Wï Ë           :v|…ËUî ‰ W§ìU< U|Wï    U|WA8Wï

 ∫W¶O!œ    ÈdëñW§O< «ñWÑ…œ :ÈñW!ËËñ uë s|Wëœ ÂU$Wzñ…œ :vÑWz ˛ Ë

f x x( ) cos=

= −[ ]− − + −[ ]π π π0 2 ( ) = π

x

A

= −[ ]− −[ ]sin( ) ( )cos( ) sin( ) ( )cos( )π π π 0 0 0

− sin(22 2 2π π π π π π) ( )cos( ) sin( ) ( )cos( )−[ ]− −[ ]⎡⎣ ⎤⎦

0,�π[ ]π π,�2[ ]

A x xdx x xdx x x x= − = −[ ] −∫ ∫sin sin sin cos sin
0

2

0

π

π

π π
xx x x−[ ]cos π

π2

x = −πx =π

ËËœñWÙ s:O|…ËUîWÇ » ñ«œñËuM< :ÈñW!ËËñ UM"ñUî˛WÙ :u!

Ë          Êö:OÙW¶<«ñ ËËœ Ë         Ë         ÊU|WA8Wï

∫WMO!ñUJ! :Èñ«u8 ‰ :vÑWz          :vî…œ

f x( )

f x( )

x a=x b=

a b<

r

g x( )

g x( )

g

A r x dx
r

r
= −

−∫
2 2

dx r tdt= − sin x r t= cos

A r r t r tr t dt t= − − −− =∫ ∫π π

0
2

0
2 212 2 cos cos( sin ) sin ddt r tdt= ∫2

0

2
π

sin

= ( ) = −⎡⎣ ⎤⎦ = −∫ −r dt tt r t r2

0

2

0

2
1 2

2 2
2

2 2
0

π π
πcos sin [[ ]= πr2

2

πr2

 XO! W" «dO! ‰

:v|…ËUî s:O|UÙW! ËuîWÙ     «œ

X:OÑœ ¨†d~!ñ…Ë

:v|…ËUî s:O|UÙW! ËuîWÙ

:v|…œ«;ñ s|d¶îeï «ËWì ¨†d~!ñ…Ë

     W¶O!œ :vO!ñUJîUîW"

:v|ñUJîUîW" :v|…œ«ñ s|d"bMK! Ë

Æ        W¶O!œ

x

−[ ]r r,�

π π,�2[ ]
t

π

2π

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vï“U! :ÈñW!ËËñ 2

x
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Ë WOO"dÖ vëW|…ËUîWÇ ñW§î«ñW! :vîUîW" Wï :v|WÖ;d! ˜Wz

:Èñ:u3 vÑWz Èd:Oã :Èœ  ¨                   W¶O!œ ÈË UA:OëËUÙ

:ÈËWz :ÈñW!ËË;ñ WMO*Wfi! Æ«œ X:O! ‘W! œ v! ÊU|…ËUîWÇ

 Æ          W¶O!œ ÂUîW" Wï :v|WÖ;d!

  ÊU|…ñU!Wè UïdëñUî˛WÙ

v˘U8

 Èd:|œËUÇ

.2

πab

Èd:Oã :Èœ ÆÊU|…ñU!Wè UM"ñUî˛WÙ :u! sMOzœñUJ! ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

:ÈñU!Wè W¶O!œ …ñU! ËWz Æv! ÊU|…ñU!Wè UM"ñUî˛WÙ s:O|…ñU! ˛ vë…ñU!

:v|…ËUîWÇ vëWÅW! Uïbï«;dÑ“ :vîU$Wz ˛ XÑWëœ W" X<…b! vëWïW"

 U|WA8Wï¨:v|…ËUî ‰ «œ :v|UÅ:u! œ   :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰ ÂUîW" UëWìu8

†…ñWM! ôU8 :ÈË :vèWÇ Ë   :ÈË :v|…dO¶çOï UëW|:uÖ ∫WïËu/ :u! Æ

Uï“U! U| Èñ:Ë˛ UçOï Uïbï«;dÑ“ UO:|ñ » XÑWëœ W" X<…b! XO!

 ÆÂUîW" UëWìu8    :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰

‰ U|Ufi:|ñ UïUMOzñUJ! s"ñUî˛WÙ W¶:Ozœ vÑ „…Ë vëWïW" :v|…ñU!Wè

 ∫:Èñ«u8

x

x

a b,�[ ]

x y r2 2 2+ =

r

vëWÅW! Uïbï«;dÑ“ :vîU$Wz ˛ XO!œ«b|WÄ :vïW" ÈË :v|…ñU!Wè ¨XO! Â«Ë…œñW! UëW|WA8Wï   ñWëWÙ

:v|Ufi:|ñ :vÑ :vÄ ¨           :v|…ËUî ‰   :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰ «œ :v|UÅ:u! œ ÂUîW" UëWìu8    :v|…ËUîWÇ

 Æ                                 s"ñUî˛WÙ W¶:OÙœ

f

fa b,[ ]
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U|bï…u|WÄ                  ôU8 uë vMOLìWfi! ñW§î«ñW! ‰ v:OÅœ u"

ÆXO!                :ÈË vKOì…œ Ë            ÈË :ÈñW< :ÈËWz U"ËUÙ :v|WÖ;d! :ÈË ñW< W¶OÑWëœ Ë †Wëœ ŒU<

:vïU"uÄ :Èœ ¨XO!                ÈË :vKOì…œ U|WA:OëËUÙ Ë XO!             ôU8 U"ËUÙ :vÖ;d! :ÈñW< WëWÙ
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:vïUMOzñUJ! :u! Á…dã vë…ñ«u! :ÈËWz uë †WëœU<…Ë

ÆXO!WÙ

U"ËUÙ :v|WÖ;d!uë ÈdëñU|œ UëWìU8 ˛ WïWÙ :v|ñËËœ ÊUîWÙ uë «bOëW¶8W"Ëñœ W|ôU8 UëWìWîuë ∫
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  Æñ…œWMO! U"ËUÙ :v|WÖd! vÑ s:O"UNJ:OÄ2 2 1 02x y y++ ++ −− == ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

  U"ËUÙ :v|WÖ;d! s:OO"UNJ:OÄÆ©:ÈË Èñ…ËW"Ë qOì…œ ËñW<Ë uJAO"® ñ…œWMO!

 W‡‡‡‡‡ïËu/U"ËUÙ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ UïdëñU|œ 1
y x x== −− −− ++1
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1
2

2

„…Ë ÈË UëWìU8 ‰ U"ËUÙ :v|WÖd! :v¶ãWJ:Oì ñW< ‰ UïËu¶<

 ôU8PvëWK:ON¶<«;ñ » È«œñËuM< UÅ:uÖ :ÈË :ÈñWJ" Wì W¶O!œ

W¶<«;ñ Ë X|ñu!œ «ñU"ËUÙ :v|WÖd! :v|:uJAO" Ë «;ñ :vìU8 :vÑœ

 ôU8 œ Ë ÈË :Èñ…ËW" ‰WÖœ V|ñW" :vK:OÙP ÆX|ñ:u!œ «;ñ

U"ËUÙ :v|WÖ;d! :u! …ËWï«œWM:|Ë s:O"WHO<

 ÊUMOzñUJ! W¶:OÙœ ñ:Ë“ uë U"ËUÙ :v|fl¯d! s:O"WHO< ˛ p:Oz¨©W|…ËWï«œWM:|Ë :v"WHO<®:v|U|eOã s:O|Uï«“

vë W|ËËñW< ‰ vëWJAO" UM¶ãWë :vîUºïWz ˛ X:OÙbJ:OÄUÅ:uÖ ËWz WëWÙ ©ñ…bJAO"® vëW|ËË;ñ Wïó:O!œ

…Ë ¨«œWM:|Ë v¶AÄ †Wëœ«b|WÄ pAO" U|WÅuÖ :ÈË ‰WÖœ XO! †Ëu3 U| :̈vìU8 :ÈË ‰ ÈË v¶ãWJ:Oì ‰WÖœ

U|WÅuÖ :v|Ëœ U| Wïó:O!œË ©◊uIfiì« W|Ë«“® :vM"WJ:Oã UÅuÖ :vJ:Oz U| Wïó:O!œ ¨v¶ãËWJ:Oì vÑ ‰WÖœ ÈË

 Æñ…bJAO" s:O|Ë;ñ ñWfiì W|WïËuLï s|d¶OÙUïUfi! ‰Uî U| :vOÙUïË;ñ UJ|œuè :v|Ë;ñ Æ…ËWï «œ WM:|Ë

Êö:O< vë…Ë WïWÙ ñ…bJAO" s:O|ËË;ñ s:O| Èœ s:|ñu3 bïWÇ

œd~¶<…œ s:Oç|WÙ ˛ :vï:u|eHìW" :vA8WÄ s:|ËWz ©ÊuæBì«®

:Èñ…ËW" ñËœ ‰ U"ËUÙ vëW|WÖ;d! Uï«œñË…œ :vîUºïWz ˛ ¨ÊdÖœñ…Ë

Ê«Ë ËWz ¨WïWÙ pïdÖ :vëW"WHO< ñ…bJAO" s:OO|Ë;ñ ·Wz Æ:ÈË

Ë †dÖœñ…Ë :Èñ…ËW" :u! V|ñW" :vë…u:OA! ÈËñW< WMÑWëœ s:OJAO"

U"ËUÙ :v|WÖd! :v|:uJA:O" œ WJAO" ËWz vëW3ñWî » sM|ñWÖœWÑ

†Wëœ ˜ôW! uJAO" uë s:OJAO" ËWz ËuîWÙ U<…ËñWÙ ÆX|ñu§!«;ñ

‰WÖœ V|ñW" ñ…bJAO" :v|ËË;ñ ÈË :v¶<«ñUz :u! ©†Wëœ g8WÄ®

Æs!…œ ˜ôW! U"ËUÙ :v|WÖ;d! :Èñ…ËW"

ÆWfiOçM! U3ËËœ UïdJîUL" UïUMOzñUJ! v¶AÖ :Èu:OÅ » U"ËUÙ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :vJ:Oá¶<…œ ‰

                           XOÑWëœñ…œ ¨XO!WÙ vïu¶< :Èñ…ËW" :ÈË :vî…œ WJ! :ÈË :v| v¶AÖ :Èu:OÅ ‰WÖœ :ÈË UïdëœñË«ñW!

ôU8 W¶O!œ U"ËUÙ :v|WÖ;d! :v|uJAO" uë XOÑWëœñ…œ Wî:u! :vÑ ˛

:ÈË :Èñ…ËW"Ë                          W¶O!œ vKOì…œ U|WA:OëËUÙ Ë                              :v|WÖd! :ÈñW< ôU8 Ë

            :vK:OÙW¶<«;ñ W¶O!œ

 ñUJOÅ

y x x y x x x= − − + = − + + + +⇒ ( ) + ⇒ ( )1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2 2 1 1� �� �
22 2 1= − −( )y

h k p,� ,�+( ) = −( )1 1
2

x h= = −1

y k p= − = 1 5. h k,� ,�( ) = −( )1 1

.1

p =   , k=1, h= -1-1
2

:uJAO"
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UïdëWM:|Ë :u! WJ:|;ñ s|d¶OÙUïU<Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U<UM:OÄ UïUMOzñUJ!

uë WMO!ñUJ! È“…œ UëWÑ«œ Æ:ÈË s:O|:uJAO" ËËœñWÙ UMOï«“ » :ÈË

:v|WÖd! UëWìU8 s:O|ñËËœ ËËœ :vîW3ñW< vïUfiëW| ÈË U|ó:|ñœ

‰ È“…œ s:|ñW< ËËœñWÙ Æ:ÈË s:O|uJA:O" ËËœñWÙ ˛ XO! ÂUL"Wï

vÅUÄ ¨ÊU<Ëu§î…œ ËËœ » WMOá<Wâ!      Ë     U|uJAO" ËËœñWÙ

X<…b! „WM:|Ë :Èœ ¨WMOçK!Ë …b:|dÖ È“…œ ÈË » :vëWfiOHM:OÄ

ËËœñWÙ :vîW3ñW< uë ÊôU8 UëWìWîuë W¶O!œ ËWz XOÑWëW"

U|ó:|ñœ WïUfiëW| ÊU|uJAO"ËËœñWÙ ˛ Ê«Ë˛ :vëWìU8 ñWÙ s:O|ñËËœ

ÆÈdë“«u8«œ :vîUL"Wï :v|WÖ;d! ËWz W¶O!œ WÑWzË ¨È“…œUÑ«œ :ÈË

s!WìU8 ˜Wz uJAO" ËËœñWÙ WëWÙ:Èœ                     ¨

:v|WÖ;d! ñW< ‰               ôU8 :vïU":uÄ

∫ÊWJ8U< :v|bï…u|WÄ :vÑ ÂUL"Wï

vëW8…;ñ œ vëWÖ…;ñ ñWÙ :̈v|WA:OëËUÙ :vÑ Uïdë…œU< :u!

:vë…;ñ ËWz vÅUÄ ¨WJ!U3ËËœ ÊU8…;ñ ËËœñWÙË Wï«œ «b:O|WA:OëËUÙ

¨WJ!U3ËËœ ÊU8…;ñ ËËœñWÙ Ë vëW8…;ñ Wï«œ Èœ Uë…ñU3 X:OMOîœ

ÆXOÑWëW" X<…b! :Èœ WA:OëËUÙ ˜Wz :vOÙUîËœ ‰

∫ÂUL"Wï :v|WÖ;d!ËËœñWÙ :vîW3ñW< uë WMO¶8W"ËË;ñ s:OìU8 UëWìWî:uë

W¶O!œ ©uJAO"® ÈdëñU|œ s:OìU8ËËœ Ê«Ë ˛ :vëWìU8ñWÙ s:O|ñËËœ

Æ;ñ:uÖWï vëW|UÙW!

ÊôU8 ËËœñWÙ ÊUÑ Wïó:O!œs:O|:uJAO"ËËœWïó:O!œ ÆÂUL"Wï :v|WÖd!

:Èñ…ËW" Æv|uJAO" :Èñ…ËW" X|ñu!œ«;ñ ÊU|:uJAO" ñWÙœ :vK:OÙW¶<«;ñ ÈËWz

s:|ñW< ËËœñWÙ :vïó:O!œ †;d!œ ÊôU8 ËËœ ‰ ÂUL"Wï :v|WÖd! ÈuJAO"

ÆÂUL"Wï :v|WÖd!

:Èñ…ËW" :vïó:O!œ XMOÙWÖœ Ê«ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï :vK:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ ËWz

vK:OÙW¶<«;ñ ËWzË ÆÂUL"Wï :v|WÖ;d! :vèWÇ ÈËU¶<«ñWÑUï Wïó:O!œË ¨Ê“Wî

ÊôU8 ËËœ ‰ ÆÂUL"Wï :v|WÖ;d! :vèWÇ pMì È:uJAO" :Èñ…ËW" ‰WÖœ ÊËu¶<

:vK:OÙW¶<«;ñ ËWz ¨ÂUL"Wï :v|WÖd! :u! „Ëuâ! p:|ñW< ËËœ :vïó:O!œ ¨†;d!œ

„Ëuâ! :Èñ…ËW" :vïó:O!œ XOMOÙWÖœ „Ëuâ! s:|ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï

PF PF a
1 2

2+ =

 ©fJOïd!:uë ”ô:uJOï®vï:uì:uÄ :v|Uï«“Nicolas Copernics» Ê;dÑ“œ :È :̨Ë;ñ ñ:Ëœ ‰ œñWz ËñU<WÙ †:uÖ

fJOïd!uë «“:Ëœ dO! dK§Oë ÊUÙ:u| vïULìWz :v|Uï«“ :vìW! Æ :̨Ë;ñ W¶O!œ Ê«Ë :ÈñW¶ïW< ÈWï“U! s:O|W~ìu8

Ë ÂUL"Wï :v|WÖd! :v|…u:OÅ ñW< ‰ s:O|W~ìu8 » Ê;dÑ“œ ÈœñWz ñ:Ëœ ‰ ñU<WÙ uë dëñU|œË ¨dJ¶<Ëñœ

vÑ ‰ ÆÂUL"Wï :v|WÖ;d! ÊUMOzñUJ! XO!œ Ê«ñU<WÙ UMOçì UïdJï:Ë;ñ Æ«œ :ÈË vëW|:uJAO"œ W¶ÑWëœ :̨Ë;ñ

ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U<UM:OÄ ¨s|Wë vëWÇËuè s:O|WÖd! s:O| :ÈËËœ :Èñu3 Uïbï«u8 » X<…œ :Èœ vÅW!

:v|WÖ;d! U<UM:OÄ ‰ ÆÊWëb8U< ÈdëñU|œ vëW3ñWî «bO¶8W"ËË;ñ œ ÊôU8 UëWìWî :uë W¶O!œËWz X|ó:O!œ
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 XO!W" «dO!Wì

a Ëb ËcU|bï…u|WÄ »

WçJ:OÄ

«Ë«dMOLìW< :vÄ WM|«b:|dÖœ

 ”ñuÖUfiOã

c2 =a2 + b2



ÈñW< U|WA:OëËUÙ                ôU8 :vïU":uÄ WëWÙ ∫ÈWJ! :Èñ«u8 ‰ UÑWz UOMO§:O" v:OÅœ u" ¨Èœ vëW|ô ‰

 †WJ8U< :v|bï…u|WÄ :vÑ WìU8 ˜Wz :Èœ ¨†WJ§8U<ñW< W¶ÑWëœ                ôU8

ÆÊWJ§8U< ÈñW< U| WA:OëËUÙ :ÈË :vïU":uÄ WëWÙ :vM¶!Ë ¨WëWÙ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :v|…ËUîWÇ

    vJïuÇ                       :ÈœË                :Èœ vÅUÄ ©           UÅ:u~:O< :u! ÈWÅ:u~:O< U|W~ïW<ô®

s:OOï«œ WëWÙ ÈñW< U|WA:OëËUÙ ‰ W!W3Ëuî Uë…ñUî˛               uë s|Wëœ ÂUºïWzñ…œ vÑ˛ Ë

 W¶O! WA:OëËUÙ :Èœ              «ñUî˛ ÈU3ËËœ :vÖ…;ñ „…Ë

 WÑWzW|…œU< :v|…u:OÅ:vÑ ‰ ÆXO! †…ñWM! ôU8 :ÈË :vèWÇ WëWÙ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :u!

ôU8Ë Ê«ñ…ËW" ËËœ ñWÙ ‰WÖœ WO:O3ËUÙ :v| ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :v|…ËUîWÇ uë XO!œñU|œ :v|WA:OëËUÙ

¨             s:OK:OÙ W¶<«;ñ » «œñ«œñËuM< UëWA:Oëô ˜Uïœ WMÑWëœ ËWzË ¨†…ñWM!

∫ÊôU8 ñUÇ ‰ Êö:OÙW¶<«;ñ ÊUÑ :u! XãWJ:Oì W¶O!œ ÂUL"Wï :v|WÖd! :v|…ËUîWÇ Æ

• Æ            ¨                          ñW< ËËœñWÙ

•            ¨               „Ëuâ! s:|ñW< ËËœñWÙ

:vèWÇ WëWÙ :vìW! ¨vïU":u! s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ sïËu¶< ÊôU8 ÊUÑ pMì ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O¶ãWJ:Oì

∫XO! v|…u:OÅ vÑ ñW< ‰ :ÈËUA:OëËUÙ :Èœ ¨«œ †…ñWM! ôU8œ W¶ÑWëWï :ÈË

PF PF a
1 2

2+ =

P x y,�( )
P x y,�( )

PF PF F F
1 2 1 2

+ >PF F
1 2

2 2a c>
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v¶AÖ :v|…u:OÅÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ u!

 ÆX:O! v|:u<Uz ÈuJAO" :Èñ…ËW" WëWÙ

ÆX:O! vïËu¶< ÈuJAO" :Èñ…ËW" WëWÙ

 «b:OA:OëËUÙ vÑœa ËWï“Wî :Èñ…ËW" UçOïb ÆWèWÇ            ¨WëËuâ! Èñ…ËW" UçOï

ÆÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ

• ∫«bOèWÇ Ë uJAO" ñW§ÑUïœ U|ñËËœc

• ÆX:O! vïËu¶< WëWÙ                 Ë ÆX:O! v|u<Uz v|uJAO" :Èñ…ËW" WÖWÙ                   ñW<ËËœñWÙ

•„Ëuâ! s:|ñW< ËËœ ñWÙWëWÙ                   Ë Æv|u<Uz ÈuJAO" :Èñ…ËW" WëWÙ

ÆXO! vïËu¶<

•vïËu¶< WëWÙ                   Ë d¶O! v|u<Uz ÈuJAO" :Èñ…ËW" WëWÙ                   uJAO" ËËœñWÙ

 ÆXO!

ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ
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 :u! U3ËËœ UïdJîUL" » v¶AÖ :v|…u:OÅ u! …ñuÙ:u~! ÂUL"Wï :v|WÖd! UA:OëËUÙx Ëy

 uë XOÑWëœñ…œ «b:OA:OëËUÙ :vÑœ

 ¨ ¨ ¨ ¨ Æ

 Ê“Wî :Èñ…ËW" UçOï „Ëuâ! :Èñ…ËW" UçOï

 ‚WÇvèWÇË uJAO" «ñW§ÑUï U|ñËËœ

 ∫:uJAO" ËËœñWÙ

 ∫„Ëuâ! :Èñ…ËW" s:|ñW< ËËœñWÙ

 ∫Ê“Wî :Èñ…ËW" s:|ñW< ËËœñWÙ

 :v|UN!a Ëb ñ…œWMO!

 :v|UN!cWJ!ñUîóÙ

ÆÈœñWz :vèWÇ ˛ …ñËËœ                                 X|ñu!œ «d:O" n|WÙ uë ‰U8 s|d"ñËËœ

           ÆÈœñWz :vèWÇ ˛ …ñËËœ                                  X|ñ:u!œ «d:O" í|WÙ uë ‰U8 s|d¶J|e:Oï

 ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:OO"UNJ:OÄñ…œWMO!

 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ UïdëñU|œ 2
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a2 16=c a b2 2 2 12= − =k = −2 h = 1

a = =16 4b = =4 2

b2 4=

h k,� ,�( ) = −( )1 2c a b= − = − = =2 2 16 4 12 2 3

h k c,� ,�±( ) = − ±( )1 2 2 3
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⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,� ,�

,�

,�
1 2 2
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a b>>

h k a,� ,�
,�

,�
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( )
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1 2 4
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1 6

      ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄÆWJ!ñU|œ 2 3 6 1 02 2x y x y+ + 4 + − = üU8

 :v|d:|bÑUÇ

.2

 ø…bïWÇ ÈœñWz :vèWÇ ˛ :vç|WÙ :v|W~ìu8 ‰ :v|ËËœ U|uJA:O" U|ñËœ ôU8

 :v|d:|œËUÇ

.3

c a b= − ≈2 2 21108

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vç|WÙ :v|W~ìu8

¨ÂUL"Wï :vëW|WÖd! W¶O!œ ÈœñWz ñËbì :vç|WÙ :v|W~ì:u8

Ê“Wî :Èñ…ËW" U|ó:|ñœ ¨WO|œñWz :vèWÇ ÈË s:O|uJAO" ˛ p:Oz

km768 800„Ëuâ! :Èñ…ËW" U|ó:|ñœËkm767 640:ÈñWz ¨

uë …bïWÇ ÈœñWz :vèWÇ ˛ ‰U8 s|d¶J|e:OïË ‰U8 s|d"ñËËœ

ÆX|ñu!œ «d:O" í|WÙ

 ñUJOÅ

2 768800 384 400

2 767640 383820
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b b

= ⇒ =

= ⇒ =

a c+ ≈ 405508 km

a c− ≈ 363292 km

3

 WëWïdO!˛
‚WÇ
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 ôU8 ‰  ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :v¶ãWJ:Oì ñW< ‰ ÊËu¶<Puë

U|WÅuÖ :ÈË :ÈñWJ"Wì W¶O!œ ÈWÖd! s:OìU8 ˛ WëWìU8

:vìU8 :ÈËœ s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœñWÙ Ê«Ë » X:OÙbJ:OÄ

ÆÊñu!œ«;ñ ÊU|uJAO" ËËœñWÙË

ÂUL"Wï :v|WÖ;d! Uï«bJAO" :v"WHO<

∫…b:|“ :v|WÖ;d!:v"ËË;ñ :v|UN! uë «bOëW¶8W"Ë;ñ œ WïôU8 WëWìWîuë

ÈdëñU|œ s:OìU8 ËËœ ˛ :vëWìU8ñWÙ s:O|ñËËœ ËËœ ñWÙ UOÙ«œu3

¨uJAO" :vïó:O!œ ÊôU8 ËËœñWÙ ÊUÑWz ˛ vJ:Oz ñWÙ ¨…;ñ:uÖWï vë…;d!

 :vïó:O! œ X|ñu!œ«;ñ ÊU|uJAO" ËËœñWÙ œ :vK:OÙW¶<«;ñ ËWz:Èñ…ËW"

Æv|uJA:O":vïó:O!œ †;d! œ ôU8ËËœ ‰ …b:|“ :v|WÖ;d! :v|…ËUîWÇ ËWz

  ËËœñWÙ:v|WÖ;d! s:|ñW<vK:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ ÈË Wïó:O!œ Ë Æ…b:|“

ÈË U¶<«ñWÑUïË ¨v¶<«;ñ :Èñ…ËW" XMOÙWÖœ Ê«ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï

vK:OÙW¶<«;ñ ÈË Wïó:O!œ U<…Ë ñWÙ Æ…b:|“ :v|WÖ;d! :vèWÇ W¶O!œ

:u! ‰ËUz :Èñ…ËW" :vèWÇ ˜…bì v|uJAO" :Èñ…ËW" ‰WÖœ ÊËu¶<

:v|WÖd!Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! ˛ W|«œu3 :v| …b:|“ :v|WÖ;d! Æ…b:|“ :v|WÖ;d!

 s:OIì ËËœ ˛ X:OzbJ:OÄ ËWz uë ¨U"ËUÙË vèWÇ ‰WÖœ :vÇËUÙ

Æ‰ËUz :Èñ…ËW" ‰WÖœ

…b:|“ :v|WÖ;d!

ÊôU8 UëWìWîuë ˛ X:OÙbJ:OÄ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! „…ËñWÙ ÆWîUL"Wï :vÖd! U<UM:OÄ vë…Ë …b:|“ :vÖd! U<UM:OÄ

U<…ËñWÙ Æ…ñuÖWï vë…d! ÈdëñU|œ s:OìU8 ËËœ ˛ ÊU|ñËËœ ËËœñWÙ vîW3ñW< uë «bOëW¶8W"Ëñœ

ËËœñWÙ «ñW§ãUïœ UOÙ«œu3 :v"ËË;ñ :v|UN! uë «bOëW¶8W"Ëñœ ÊôU8 UëWìWîuë ˛ X:OÙbJ:OÄ …b:|“ :v|WÖ;d!

Æ…;ñ:uÖWï vë…;d! ÈdëñU|œ s:OìU8 ËËœ ˛ «bï«Ë s:O|ñËËœ

 …b:|“ :v|WÖ;d!

 s! WìU8 ·Wz …b:|“ :v|WÖd! s:O|uJAO" ËËœñWÙ WëWÙ ¨

:vÑ               ôU8 :vïU":uÄ :Èœ                              Ë ¨

ÆÊWJ8U< :v|bï…u|WÄ

:̈ÈË vëW8…ñ Wï«œ vëWÖ…;ñ ñWÙ :̈v|WA:OëËUÙ :vÑ Uïdë…œU< :u!

¨WJ!U3ËËœ :Èœ Uë…ñU3 XOMOîœ :vÖ…;ñ vÅUÄ ¨WJ!U3ËËœË

XOÑWëW" X<…b! W|WA:OëËUÙ ˜Wz :Èœ :vOÙUîËbì

ËWz vJïuÇ       ˛ …d¶L:Oë      vJïuÇ           ¨WîUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ vë…Ë WA:OëËUÙ ˜Wz

∫ÈWJ! :vOMO§:O" :vÑWz v:OÅœ u" Èœ vëW|ô ‰ ¨XM:|uïœ           UÅu~:O< s:O|ô ËËœ «ñW§ÑUï UOÙ«œu3

:vÑ :ÈœËWz                ‰WÖœ †WJ§8U< ÈñW< U|WA:OëËUÙ               ôU8 WëWÙ

WA:OëËUÙ ËWz Ë                       :Èœ ¨            v!W3Ëuî :v|U3ËËœ :vÖ…;ñ „…Ë :vOï«œ u" WëWÙ Æ†WJ8U<

Æ …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :u! W|…œU< :v|…u:OÅ WÑWz  ¨                    ¨ W¶O! :Èœ
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Hyperbola



∫WM!œËWz WïWÙ ñUMëñ…œ ËËœ …b:|“ :v|WÖ;d!

  :Èñ…ËW" :vî…œ

 :vî…œ                             Ë XO! v|Ëu<Uz v|:uJAO"

«œ U<…ËñWÙË …b:|“ :v|WÖ;d! UïUA:OëWM:|Ë u! ÊñUJ|ñUÙ ñUMëñ…œ ËËœñWÙ ÆXO! vïËu¶< ÈuJAO" :Èñ…ËW"

:ÈË :vèWÇ U|WA:Oëô s:O|…dO" ËËœñWÙË ¨Ê;d!œ «œ :ÈË :vèWÇ œ ËËœ uJ:Oz ñUMëñ…œ ËËœñWÙ uë vï«e!

Æ      Ë      WM!œ :vA:Oëô :ÈË s:O|ñËËœ ËËœñWÙË ¨ÊdÖœ WÑ:u‹! …b:|“ :v|WÖ;d! :vèWÇ W¶O!œ

ñUMëñ…œ ËËœñWÙ

:Èœ …b:|“ :v|WÖ;d! Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O|…œU< s:O|WA:OëËUÙ ËËœ «ñW§ÑUï ‰ s|WJ! :v|œñË«ñW! ÂWz WëWÙ

ÆXO!Wï «bïU¶A" ËËœ œ :vM¶! sÑWÙ „…Ë ËWz XO!ñU|œ

 :vïdJîuë UïUAOï ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ©:vJ:OzU|®+…b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :vìW! †dÖœWÑu‹!

 :vïdëñ…b:Oì UïUAOï- Æ†dÖœWÑu‹!

:v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙœ                      :vìW! ¨«œ ÂUL"Wï v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ œ                       ©:v|ËËœ U|®

ËWz uë ÊU"uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ‰WÖœ WO:O3ËUÙ :v| …b:|“ :v|WÖ;d! uë †WëœñU|œ WA:OëËUÙ ˜Wz «œ…b:|“

‰   :Èñ…ËW" …b:|“ :v|WÖ;d! Æ†…ñWM! ôU8 ‰WÖœ WO:O3ËUÙ :v| Ë ¨‰ËUz :Èñ…ËW" Ë ÈuJAO" :Èñ…ËW" WM!œ

s:O¶ãWJ:Oì ËËœ :vJOÙUîËbì Æ…b:|“ :v|WÖd! :ÈË s:|ñW< WM!œ ËWz uë †;d!œ                          s:OìU8 ËËœ

Æv|uJAO" :Èñ…ËW" ‰WÖœ ÊËu¶< s:OK:OÙW¶<«ñËËœ WM!œ :ÈË s:|ñW< pï ‰ …b:|“ :v|WÖ;d!

:Èñ«u8 ‰ :v|…u:OÅ vÑñW< ‰ ÈËU| WA:OëËUÙ :Èœ ¨XO! †…ñWM! ôU8Wï …b:|“ :v|WÖ;d! :vèWÇ WëWÙ :vìW!
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Æv|uJA:O"Ë :vèWÇ «ñW§ÑUMì WO|ñËËœ

∫WïWÑWz …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ
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• ÆX:O! vïu¶< WëWÙ                   Ë XO! v|u<Uz v|uJAO" :Èñ…ËW" WëWÙ                    uJAO" ËËœñWÙ
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 W‡‡‡‡‡ïËu/…b:|“ :v|WÖ;d! UïUA:OëWM:|Ë u! WMO!ñUJ! Ê«ñUMëñ…œ ËËœñWÙ 4

1 s:OìU8 Æ ËÆWJ!WM:|Ë ÊôU8 Ê«Ë » ñ«œñuM< UA:Oëô Ë WJ!ñU|œ

.2ÆWJ!WM:|Ë :v|WA:Oëô s:O|…dO" ËËœñWÙ Uïdëó:|ñœ » Ê«ñUMëñ…œ ËËœñWÙ

.3Æ…b:|“ :v|WÖ;d! UïdëWM:|Ë :u! WMO!ñUJ! ñUJ|ñUÙ „…Ë Ê«ñUMëñ…œ ËËœñWÙ Ë :vA:Oëô

  ÈWëWM:|Ë …b:|“ :v|WÖ;d! :Èœ «ËWÇ

y2 24− x = 16

 ÆWA:OJ!                 …b:|“ :v|WÖ;d! :v|WM:|Ë

 ñUJOÅ

4 2 2x y−

ÆWfiOçM! v¶AÖ :vÖ…u:OÅ ñW< ‰ …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :vJ:Oá¶<…œ ‰

Ë W"…;ñWM! ôU8 :v|WÖ;d! :vèWÇ Ë W| v|:u<Uz :v| ÈuJAO" :Èñ…ËW" uë XOÑWëœñ…œ Wîu! :vÑ ˛

 Æ          :v|WA:Oëô s:O|ñËËœ ËËœñWÙ

ÆWJ!WM:|Ë :v|WA:Oëô Wëuï

4 16 12 2
2 2

4 16
x y x y

− = ⇒ − =� �

2 8b = 2 4a =

ÆsÑWJ! W" X<…b! :v|WÖ;d! s:|ñUMëñ…œ ËËœñWÙ U"WÙ WJ!ó:|ñœË WJ!WM:|Ë :v|WA:Oëô :ÈË s:O|…dO" ËËœñWÙ

ÆÈWJ! WM:|Ë ÈUºïuÖ :v|…u:OÅ » …b:|“ :v|WÖ;d! v:OÅœ u" Wëuï

( ,� )0 ± b ( ,� )± a 0

ÂUL"Wï :v|WÖ;d! UïUA:OëWM:|Ë :u! †Wëœ :v|ñUJ|ñUÙ «œ †…;ñWM! ôU8œ W¶ÑWëœ :ÈË :vèWÇ uë                U|WA:Oëô

   …b:|“ :v|WÖ;d! ËvîUL" » ÂUL"Wï :v|WÖ;d! uë W|dë :ÈbMÙ UOMO§:O" W"

vJïuÇ Æ:vA:Oëô :ÈË ÈWÑñ…œ W¶OÑWëœ vîUL" » …b:|“ :v|WÖ;d! :vìW! ¨«b:O|WA:Oëô :ÈË ˜Uïœ W¶OÑWëœ

uë WJ! :vOMO§:O" ¨                                      Ë              uë †WëœñU|œ                      U|WA:OëËUÙ

ñW§î«ñW! s:O|ô ËËœ WM!œ ËËœñWÙ uë ¨WïWÙ Ê«Ë s:|ñW< ËËœñWÙ pMì XãWJ:Oì ËËœ ÊU|WÖ;d! ËËœñWÙ

Æ«œ :vA:Oëô :ÈËœ

2 2a b×
x

a

2

2
1+ =

y

b

2

2

x

a

2

2
1≥ x

a

2

2
1+ =

y

b

2

2

x

a

2

2
1− =

y

b

2

2

a ´�x ÊU|-a�x

=16
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      …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ∫WJ!ñUî˛WÙ

 W‡‡‡‡‡ïËu/

 ñUJOÅ

 :Èñ…ËW" ñW< ‰ :uJAO" ËËœñWÙ WëWÙ ¨…b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ UïdëñU|œxs! 5

         …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄÆñ…œWMO! ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.5

¨               ¨

          «œ :v|:uJAO" Ë ‚WÇ «ñW§ÑUïœ U|ñËËœ

 ñW< ËËœñWÙ                                uJAO" ËËœñWÙ

 Ê«ñUMëñ…œ s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœ ñWÙ ‚WÇ

 WJ! ñU|œ …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ

 W‡‡‡‡‡ïËu/

 ñUJOÅ

 :Èñ…ËW" ñW< ‰ uJAO" ËËœñWÙ WëWÙ ¨…b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ UïdëñU|œy  Æs! 6

          …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄWJ!ñUî˛WÙ ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.6

x y2 2

4 5
1− =

¨               ¨

          v|uJAO"Ë ‚WÇ «ñW§ÑUï U|ñËËœ

 uJAO" ËËœñWÙ ñW< ËËœñWÙ

    Ê«ñUMëñ…œ s:OK:OÙ ËËœñWÙ‚WÇ

c a b2 2 2 9= + =

±( ) = ±( )c ,� ,�0 3 0

c = 3

c = 3

±( ) = ±( )a ,� ,�0 2 0

0 0 3,� ,�±( ) = ±( )c0 0 2,� ,�±( ) = ±( )a

0 0,�( )

0 0,�( ) y x= ± 5
2

y x= ± 2

5

x y2 2

9 7
1− =

y x
2 2

9 7
1− =

1-6
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

12

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ4∫…b:|dÖ XM:|uïœ ÈË U|WA:OëËUÙ :ÈËWz ‰WÖœ vëWÇËuè :v|WÖ;d! ¨

x y2 2==y x2 8== x y2 6== −−y x2 4== −− ,,,

ËËœñWÙ WM!œ ËWz uë ¨ÈWJ!ñU|œ :ÈË U|WA:OëËUÙ UïUMOzñUJ! …b:|“ :v|WÖ;d! s:O"UNJ:OÄ v:OÅœ u"

v|:uJAO" :Èñ…ËW" :ÈñWz vï«e! X:OÑœ :vÑ g:OÄ ‰ ÆñUMëñ…œ ËËœñWÙË :uJAO" ËËœñWÙ Ë ñW<

ÆWOïËu¶< ÊU| WO|:u<Uz

a2 = 4b2 5=

c a b2 2 2 9= + = a2 = 4b2 5=

y x
2 2

4 5
1− =
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34

78

56

 UïUM:OÙ«;ñ ˛5 U"WÙ8∫…b:|dÖ XM:|uïœ ÈË U|WA:OëËUÙ :ÈËWz ‰WÖœ vëWÇËuè :v|WÖ;d!¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛9 U"WÙ13ÆWA:OJ! Ê«Ë s:O|WM:|Ë ¨ñ…œ WMO! U"ËUÙ s:O|WÖ;d! ÊUÑ :u! vKOì…œ ËñW<Ë uJAO" ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛14 U"WÙ17ñ…œWMO! U"ËUÙ s:O|WÖd! ÊUÑ U|WA:OëËUÙ ¨

x y2 2

4 9 1+ ==y x
2

4
2 1− == x y

2

2
2 1+ ==x y2 2

4 9 1− == ,,,

91011 y x2 12=( ) ( )x y+ + − =3 2 02 y x2 6= −

1213 x x y2 4 4 4 0+ + − =y y x2 4 8 12 0+ + − =

1415 ( ,� )3 2

1617

 ∫ ñW<  ∫uJAO" ∫ ñW<  ∫qOì…œ

 ∫ ñW<s:OM|d! ËËœ uJ:Oz ËËœñWÙ

 Æ           ¨           ∫v|:u<Uz

 ∫ :uJAO"  ∫qOì…œ

( ,� )1 2

( ,� )2 2( ,� )2 4

( ,� )4 0

x = − 2

( ,� )0 0

( ,� )0 4y = − 2

198 :vÅW!6vëWÇËuè s:O| WÖ;d!



 UïUM:OÙ«;ñ ˛22 U"WÙ25ñ…œWMO! ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛26 U"WÙ29∫WA:OJ! Ê«Ë s:O|WM:|Ë Ë ñ…œ WMO! …b:|“ s:O|WÖ;d! ÊUÑ s:O"UNJ:OÄ ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛18 U"WÙ21∫WA:OJ! Ê«Ë s:O|WM:|Ë Ë ñ…œ WMO! ÂUL"Wï s:O|WÖ;d! ÊUÑ s:O"UNJ:OÄ ¨

1819 5 7 702 2x y+ =

209 4 36 24 36 02 2x y x y+ + − + =2125 64 150 279 02 2x y x y+ − + + =

x y−( ) −( )+ =
1

9
5

25

2 2

1

2627 y x2 2

4 1− =

289 36 6 18 02 2x y x y− − − + =29x y x y2 29 2 54 81 0− + − − =

x y−( ) +( )− =
1

4
2

1

2 2

1

22( ,� )0 0  ∫ ‚WÇ  ∫:uJAO" ∫ñW< ( ,� )2 0( ,� )3 0

23 ∫„Ëuâ! :Èñ…ËW" ¨           Ë             ËËœñWÙ6 ( ,� )3 9

24 Ê“Wî :Èñ…ËW"               ∫uJAO" ËËœñWÙ14

25 ∫ ‚WÇ ÆX|ñu!œ«;ñ          Ë          s:OìU8 ËËœñWÙœ Ë ¨WOïËu¶< v|uJAO" :Èñ…ËW" ( ,� )1 2

 UïUM:OÙ«;ñ ˛30 U"WÙ33∫WJ!ñU|œ …b:|“ s:O|WÖ;d! ÊUÑ UA:OëËUÙ¨

30 ∫ñW< ËËœñWÙ Æ                 ñUMëñ…œ ËËœñWÙy x= ± 3

31 ∫ñW< ËËœñWÙ ÆX|ñ:u!œ «;ñ             ôU8 œ( ,� )0 5

32 ∫ ‚WÇ  ∫uJAO" Æ          ∫ñW< ¨( ,� )0 4

33 ∫ñW< ËËœñWÙ Æ             ∫:uJAO" ËËœñWÙ ¨( ,� )2 5±

ÊUJîWÇ :ÈñU!ñ…œ

34ÆWJ! W<UM:OÄ …b:|“ :v|WÖ;d! Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! Ë U"ËUÙ :v|WÖ;d! ∫vJ:OzñWÙ

35ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ XO!          ôU8 ÈË :ÈñW< uë U"ËUÙ :v|WÖ;d! ÈË U|WA:OëËUÙ

36ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ XO!          ÈË :vèWÇ uë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! ÈË U|WA:OëËUÙ

37ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ XO!          ÈË :vèWÇ uë …b:|“ :v|WÖ;d! ÈË U|WA:OëËUÙ

38ÆWfiOçM! XO!          ÈË :vèWÇ uë …b:|“ :v|WÖ;d! :ÈË s:|ñUMëñ…œ ËËœñWÙ U|WA:OëËUÙ

39ÆWfiOçM! U"ËUÙ :v|WÖ;d! :u!…ËWï «œWM:|Ë :v"WHO< u8 :È“«u:OÅ »

( ,� )0 2

ÊUA:Oë«;ñ W"UÙ :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˜…ñW! :vëW|WëW|Ë :Èñ«u8 ˜…ñW! ÊUëW| ËËœ              U"ËUÙ :v|WÖ;d!

 U"ËUÙ :v|WÖ;d! UïËu!«b|WÄ :u!

Æñ…œWMO! ÈË :vKOì…œ U|WA:OëËUÙ Ë uJAO"Ë †…ñWM! :v| U"ËUÙ :v|WÖ;d! :ÈñW<

ÆWJ!WM:|Ë ÈË :vKOì…œË WJ!ñU|œ uJAO" :vïU":u!Ë Èuï :v|U"ËUÙ :v|WÖ;d! :ÈñW<

ÆWA:OJ! ©†…;ñWM! Ë Èuï :v|® ÊU|WÖ;d! ËËœñWÙ :v|WM:|Ë

40y x2 8=

( ) ( )y x+ = −2 8 12

CG

Ü

ê

( ,� )3 1

( ,� )0 5±

( ,� )1 6( ,� )3 2

( ,� )± 1 0

( ,� )2 3±

( ,� )0 0

( ,� )2 3±

( ,� )h k

( ,� )h k

( ,� )h k

( ,� )h k
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2-6

ZïUîñUz

• UïdJMOìuÄs:O|WÖ;d!

‰ vëWÇËuè

˜ËËœ

vèWÇUOÙ«œu3

 ¨

•» vëWÇËuè s:O|WÖ;d!

WM:OÙœ vKOì…œË uJAO"

 ÆÊdëW<UM:OÄ

 ˜«ñ«“

Vocabulary

 vèWÇ UOÙ«œu3

 uJAO"

 ©qOì…œ®

vëWÇËuè s:O|WÖ;d! UïdJMOì:uÄ

Classifying Conics 

 W‡‡‡‡‡ïËu/ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:|ñW< UM¶|œWÑ 1

Uº:OÑ            uëñW!˛                 ÈË s:|ñW< ËËœñWÙ s:OïU":uÄËËœñWÙ «ËWì

        WM!œ ñW<

 vèWÇ UOÙ«œu3 uë ñ…œ WMO! ÂUL"Wï :vëW|WÖ;d! s:|ñW< ËËœñWÙ s:OïU"uÄ0.8ËËœñWÙ Ë

   ÈË s:O|uJAO" ÆX:O! ( ,� )0 7±±

( ,� )0 ± ae c
a

=a c
e

= = =7
0 8

8 75
.

.

( ,� . )0 6 5±

 ñUJOÅ

 vèWÇ UOÙ«œu3 uë ÂUL"Wï vëW|WÖ;d! :ÈñW< s:OïU":uÄ0.75ËËœñWÙ Ë

Æñ…œ WMO! XO!               ÈË s:O|uJAO"

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.1

:vïó:O!œ Ê«b:|dÖ W¶:OÙœ :vëW|…ñUî˛ ‰WÖœ vëWÇuè vëW|WÖ;d! ñWÙ

Æ©vèWÇ UOÙ«œu3®ñU|œ :v|WÖd! :Èñu3 vèWÇ UOÙ«œu3 :v|UN!

:v|WÖ;d! ÊU| ÂUL"Wï :v|WÖ;d! ÊU| Wï“U! W|WÖ;d! ËWz :ÈñWz ¨†Wëœ

s:O|…ñU! ËËœñWÙ ‰ †WëœñU|œ :ÈË s:O"UNJ:OÄ U<…ËñWÙ ÆW|…b:|“

¨s|Wë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! » X<…œ :Èœ Æ…b:|“ :v|WÖ;d! Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d!

 :ÈË vëW|uJAO"Ë :vèWÇ «ñW§ÑUï ‰ ÈñËËœ …bïWÇñWÙcXO!Uï ñU|œ

ÆU|WA:OëËUÙ ‰

v|    :v|UÙW! WëWÙ                       UïUMOzñUJ! ÈWëñU|œ :Èœ u"

 Ë XO!;ñ:uÖWïc:v|…u:OÅ :Èœ ¨«œ            :v|…ËUîœ s|;ñuÙ:uÖ W¶:ON!

¨XO!œñU|œ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰ „…Ë s|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙ ÂUL"Wï :v|WÖ;d!

» XO!ó:|ñœ :Èœ Ë                        :vî…œ Wï“U! W¶O! WÖ;d! ËWz :Èœ

 :v|UÙW! Uïdë…b:|“c:vî…œ q:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ W¶O! :Èœ Ë

 U|…ó:|;ñc :u!aÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:|“«ËUO3 s:O|…u:OÅ UïdJH<…Ë :u!

ÆvèWÇ UOÙ«œu3 :vïó:O!œ U|…ó:|;ñ ˜Wz ¨X:OÙœñUJ!

 :v|UN! UïËu! …b:|“ »eW¶:OÙœ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! ¨

:vK:OÙW¶<«ñWÇñUÄ :u! :vï“U! ˛ s|ñ:uÙ:uÖ

 ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :u! vèWÇ UOÙ«œu3W¶O!œ ( )a b x

a

y

b
> + =

2

2

2

2
1e c

a
a b

a
= = −2 2

a

Eccentricity

Focus

Directrix

 vèWÇ UOÙ«œu3

( )a b x

a

y

b
> + =

2

2

2

2
1

c a b= −2 2

0 ,� a[ ]

( )�a b c= = 0

c a=

( ,� )0 6.5±±

8.75 )
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:v|WÖ;d! :vìW! ÆW|WÙ qOì…œ p:OzË uJAO" p:Oz U"ËUÙ :v|WÖ;d!

 qOì…œ ËËœñWÙ ¨WïWÙ qOì…œ ËËœ Ë uJAO" ËËœ ÂUL"Wï

       U|ñËËœ ‰ Ê;d!œ ÈËWzË v|uJAO" :Èñ…ËW" ñW< ‰ sïËu¶<

 „…Ë :vëWìU8 ñWÙ :̈ÈË :vèWÇ ˛PU"ËUÙ :v|WÖ;d! s:OìU8 ˛

 s|d¶J|e:Oï ¨ uë                      ∫W|WÙ W"WHO< ˜Wz vKOì…œ ñW< ‰

 :u! vKOì…œ s:OìU8 ˛ WìU8P Æ

W¶O!œ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! œ W|bï…u|WÄ ˜Wz

¨ÂUL"Wï :v|WÖd! :u! WOOèWÇ UOÙ«œ:u3 uë                          ¨

sìU8 s|d¶J|e:OïË ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:OKOì…œ ËËœñWÙñW< ‰ sìU8ËËœ       ¨     ¨Wï:uJAO" ËËœñWÙ     ¨

 :u!.P

PF e PD
2 2

= ×

PF PD= ×1

D
1

F
1

PF e PD
1 1

= ×

 ÊU|WA:OëËUÙ ËËœñWÙ ‰ Ë:v|WÖ;d! :v8…;ñ p:O£ì qOì…œË uJAO" X:OÑœ

s! ÂUL"Wï

 ÆWMO!ñUJ!     :v|:uJAO" ‰WÖœ          :vKOì…œ Ë     :v|uJAO" ‰WÖœ                :vKOì…œ

ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ËËœ «ó:|;ñ W¶O!œ …b:|“ Ë ÂUL"Wï :v|WÖd! :u! vèWÇ UOÙ«œu3 uë WJ! vMO§:O"

  vJïuÇ ¨Ê«ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ :u! ÊU|uJAO"Æ

± a
e

«ËWì Æ:ÈË s:|ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ ˛ …d¶L:Oë ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:O|:uJA:O" ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ

 ˛ …d¶L:Oë vèWÇ UOÙ«œu31‰ UO|ñËËœ ˛ …d¶Ä …b:|“ :v|WÖ;d! s:O|uJAO" ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ UO|ñËËœ :vìW! Æ:È

 ˛ …d¶ï“Wî vèWÇ UOÙ«œu3 «ËWì :ÈË s:|ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï1Æ:È

 …b:|“ :v|WÖd! :u! vèWÇ UOÙ«œu3Æñ…œWMO! ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.216 9 1442 2x y− =

 W‡‡‡‡‡ïËu/vèWÇ UOÙ«œu3 UM¶|œWÑ

 …b:|“ :v|WÖ;d! :u! vèWÇ UOÙ«œu3Æñ…œWMO! 9 16 1442 2x y− =

9 16 144 1 12 2 9
144

16

144 16 9

2 2 2 2

x y x y x y
− = ⇒ − = ⇒ − =� �

ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ :vJ:Oá¶<…œ ‰

 Æ         ¨          uë XOÑWëœñ…œ :vÑ ˛

 Æ                 Ë

 ñUJOÅ

2

D
2

F
2

F
1

F
2 x a

e
= x a

e
= −

  …b:|“ :v|WÖ;d! :u! vèWÇ UOÙ«œu3 Ë Æ ( )�a b x

a

y

b
> − =

2

2

2

2
1e c

a
a b

a
= = +2 2

 vèWÇ UOÙ«œu3=

e c
a

c
a

= = 2
2

ÊU|uJAO" ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ

Ê«ñW< ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ

c a b= + = + = =2 2 16 9 25 5e c
a

= = 5
4

a = 4b = 3

PF e PD
1 1

= ×PF e PD
2 2

= ×

vKOì…œ
vKOì…œ
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vëWÇËuè s:O|WÖ;d! :u! v"d~J:Oz U|W<UM:OÄ

» U"ËUÙ :v|WÖ;d! U| vèWÇ UOÙ«œu3 ¨vëWÇËuè s:O|WÖ;d! È…ñU!ñ…œ È…u:OÅ UïdJîUîW" :u! ˛

Æs|Wëœ W<UM:OÄ

 Ë qOì…œ WM!œ             q:OÙW¶<«;ñ ËËœñWÙ «œ…b:|“ :v|WÖ;d!œ U<…ËñWÙ ¨«œ ÂUL"Wï :v|WÖ;d!œ vë…Ë

 uëP¨Wï:uJAO" ËËœñWÙ    Ë     ¨…b:|“ :v|WÖ;d! s:OìU8 ˛ WëWìU8

 :u! ÊöOì…œ ËËœñWÙ ñW< ‰ sìU8 ËËœ s|d¶J|e:Oï      Ë      ËPËËœñWÙ s:O|WA:OëËUÙ …b:|“ :v|WÖ;d! ‰ Æ

 ∫WM!œ ÊöOì…œ

:Èœ ¨ÊWëb8U< vëWÇËuè s:O|flWÖ;d! :v<ñWÙ s:O|bï…u|WÄ Ê«Ë ñW< ‰ s|WJ! :vëWïuÇ«b:OÄ ÂWz WëWÙ

vèWÇ UOÙ«œu3Ë qOì…œ Ë :uJAO" UïUMOzñUJ! s|WJ!ñU|œ Ê«Ë :u! v"d~J:Oz UëW|W<UM:OÄ sO:OÅ

È;ñ:uÙ:u~! È…b§ìËWÙ u" WëWÙ ÆsMOï «b:O" ÊU":uÄ vJïuÇ WOOÙUïUfi! U|Wï             U|WA:OëËUÙ UïUMOzñUJ!

 :v|UN! ˜ËËœ ‰ Ê«Ë :v|…u:OÅ ñW< ‰ s!ñU|œ W" :u! :Èœ «œu3 s:OîUºïWz bïWÇ ÊUïU"uÄ UïUMOzñUJ!eÆ

ËWz vëWìWã s:O|Uï«“ uë ¨«b|ñWfiîW3 s:OïU":uÄ :vîW¶fiO< œ WOOÙUïUfi! «ñ:Ë“ …ñ«œdë ËWz :vìW!

  ˛ d¶Ä ÈñW! ÊUMOzœñUJ!300ÆÊôU<

• Æ         :vî…œ U"ËUÙ :v|WÖ;d!

• Æ         :vî…œ ÂUL"Wï :v|WÖ;d!

• Æ         :vî…œ …b:|“ :v|WÖ;d!

PF e PD
2 2

= ×

D
1

F
1

PF e PD
1 1

= ×

D
2

F
2

Æ          W¶O!œ U"ËUÙ :v|WÖ;d! U| vèWÇ UOÙ«œu3e = 1

e = 1

U"ËUÙ :v|WÖ;d! U| vèWÇ UOÙ«œu3

 WëWÙF Ë ¨v¶8W"Ë;ñ ñW< ‰ XO! „WìU8d Ë ÈË s:OK:OÙW¶<«;ñ ˛ XO! „WK:OÙW¶<«;ñeUë…ñUî˛

 :v|uJAO" Ê«œu8 vëWÇËuè :v|WÖ;d! :Èœ ¨XO! VìU< U|Wï v¶<«;ñF qOì…œ ËdvèWÇ UOÙ«œu3 Ë

e s:OìU8 ôWîuë W¶O!P∫ÊWëb8U< :vÑ s:|ËWz

Æ              ÊU|
PF
PD

e=

vëWÇuè s:O|WÖ;d! U| v"d~J:Oz U|W<UM:OÄ

 ÆW¶O! :Èœ vëWÇËuè :v|WÖ;d!

PF e PD= ×

e < 1

e > 1

PF
PD

e=

x a
e

= ±

x a
e

= ±

e = 1

‰ uJAO" Ë XO! †…;ñWM! ôU8 :ÈË :vèWÇ uë «œ…b:|“ vëW|WÖ;d! œ vï«e! :ÈË :u! ‰ËUz vKOì…œ Ë uJAO" u" WëWÙ

 :Èñ…ËW" ñW<x :vèWÇ UOÙ«œu3 :v|UN! v:OÅ :Èœu" ¨XO!eUëW|WA:OëËUÙ v:OÅ :Èœu" vÅUÄ ¨ÈWJ!ñUî˛WÙ

ÈñUë ÈËWz v:OÅœ u" ÆXO!œñU|œ :Èñ«u8 ‰ U|WïËuLï ‰ „…Ë ¨ÈWJ!ñU|œ :ÈË :u!                      :vÄ vïU":uÄ

 :Èñ…ËW" ñW< ‰ È:Ë :v|uJAO"Ë †…;ñWM! ôU8 ÈË :vèWÇ ÂUL"Wï vëW|WÖ;d! :u! È…b! ÂUºïWzy ÆXO!

PF e PD= ×

 W‡‡‡‡‡ïËu/vKOì…œ Ë uJAO" UïUMOzñUJ!

ôU8 ‰ :ÈË :vèWÇ WëWÙ ñ…œWMO! …b:|“ :v|WÖ;d! :u! vïU":uÄ U|WA:OëËUÙ

 ÆXO!      vK:OÙW¶<«;ñ qOì…œË       ôU8 ‰ :ÈË vëW|:uJAO"Ë XO! †…;ñWM!

vKOì…œ U|WA:OëËUÙ ¨        «ËWì            :ÈË :vëW|uJAO"Ë W"…;ñWM! ôU8 :ÈË :vèWÇ uëñW!˛

                       :vìW!

 Æ             uë XO!œñU|œ :vÑ˛ Ë

 ñUJOÅ

3

(3,�0)x = 1

c = 3

a e=

( ,� )3 0

x a
e

= = 1e c
a e

= = 3
e2 3=

e = 3
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XO!œñU|œ :Èñ«u8 ‰ „…Ë È;ñ:uÙ:u~! ÊUïU":uÄ » :v|bï…u|WÄ v:OÅœu" ¨Èœ vëW8…;ñ ‰

( ) ( )x y x

x x y x x

x

− + − = −

− + + = − +( )
−

3 0 3 1

6 9 3 2 1

2

2 2

2 2 2

2 yy

x y

2 6

1
2 2

3 6

=

− =

PF e PD= ×

PF e PD= ×

ôU8

:v|d:|bÑUÇ

.3

2-6
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ4WJ!ñUî˛WÙ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! s:OKOì…œ ËËœñWÙ Ë uJAO" ËËœ ñWÙ Ë vèWÇ UOÙ«œu3 ¨

12 16 25 4002 2x y+ =2 22 2x y+ =34 3 2 62 2x y+ =6 9 542 2x y+ =

 UïUM:OÙ«;ñ ˛10 U"WÙ13¨̈ÆWJ!ñUî˛WÙ …b:|“ :v|WÖ;d! s:OKOì…œ ËËœñWÙË ÊU|uJAO" ËËœñWÙ Ë vèWÇ UOÙ«œu3

1011 9 16 1442 2x y− =

4

y x2 2 8− =

1213 8 2 162 2x y− =8 2 162 2y x− =

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰5 Ë6ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U| v¶AÖ U|WA:OëËUÙ vÅUÄ ¨ñ…œWMO! vèWÇ UOÙ«œu3 ¨

vKOì…œ Ë uJAO" UMOï«“ » XO! †…;ñWM! ôU8 :ÈË ‚WÇ uë ñ…œWMO!

55 0,�( ) ∫uJAO" Æ              :v|W~ìW! ¨x = 9

5
6( ,� )− 4 0  ∫uJAO" Æ                :v|W~ìW! ¨x = −16

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰14 Ë15UOÙ«œu3 UMOï«“ » ñ…œWMO! …b:|“ :v|WÖ;d! U| v¶AÖ U|WA:OëËUÙ ¨

ÆÊU|:uJAO" ËËœñWÙ ÊU| Ê«ñW< ËËœñWÙ Ë vèWÇ

14 vèWÇ UOÙ«œu33 Æ               vïËu¶< s:|ñW< ËËœñWÙ ∫

15( ,� )± 3 0  vèWÇ UOÙ«œu33 Æ                uJAO"ËœñWÙ ∫

7 ÆWJ§ï:Ë;ñ u8 :ÈñUë UO:|;ñ ¨XO!    vèWÇ UOÙ«œu3 WëWÙ WJ!WM:|Ë ÂUL"Wï :v|WÖ;d!
4
5

16qOì…œ Ë              „W|uJAO"Ë    vèWÇ UOÙ«œu3 uë WJ!ñUî˛WÙ …b:|“ :v|WÖd! ÈËWz U|WA:OëËUÙ

                        ÆXO!

3
2

9Ë            ÈË s:O|uJAO" ˛ p:OzË XO!    vèWÇ UOÙ«œu3 uë ñ…œWMO! ÂUL"Wï vëW|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ

 ÆXO!          :ÈË vKOì…œ

2
3

8¨WA:OJ! ÂUL"Wï ÈWÖ;d! :v|WM:|Ë               ¨             ¨             ¨           WïWÑWz ÂUL"Wï vëW|WÖ;d! s:O|…ñW<

ÊöOì…œ ËËœñWÙ U|WA:OëËUÙË WJ!ñUî˛WÙ vèWÇ UOÙ«œu3Ë ÊU|uJAO" ËËœñWÙ ¨ñ…œWMO! v¶AÖ U|WA:OëËUÙ

 ÆWfiOçM!

( ,� )1 1( ,� )1 7( ,� )−1 4 ( ,� )3 4

( ,� )1 3−

( ,� )4 0

x = 9

y =

17 s:O|UÙW!a Ëb Ëc ÂUL"Wï :v|flWÖ;d! WëWÙ ñ…œWMO!ôU8 œ

 ø…bïWÇ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :vÑ :u! vèWÇ U|“«ËUO3 ¨†…;ñWM! ôU8 ‰ :ÈË :u! XO! XãWJOì   :Èñ…ËW"Ë X|ñ:u§! «;ñ

4 02 2x y ax by c+ + + + =

x

( ,� )−1 2

18:v"ËË;ñ :v|UN! Ë ÈW¶8W"Ë;ñ s:OìU8 Ê«Ë˛ XO! v"UNJ:OÄ :v|uë ñ…œWMO! …b:|“ :v|WÖ;d! ÈË U|WA:OëËUÙ

W¶O!œ               ¨             s:OìU8 ËËœñWÙ ˛ :vëWìU8 ñWÙ s:O|ñËËœ ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ ‰ UOÙ«œu3

 ñ:uÖWï :v|UN!6 Æ

( ,� )2 2( ,� )10 2

( ,� )0 1±
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ôU8 ÈË :vèWÇ uë ñ…œWMO! ÂUL"Wï :v|WÖ;d! ÈË u! vïU":uÄ U|WA:OëËUÙ

 ¨X:O!       q:OÙW¶<«;ñ ÈË :vKOì…œ Ë        ÈË :vëW|uJAO"Ë †…;ñWM!(3,�0)x = 4



ÆWJ!WM:|Ë «bOïU":uÄ :v¶8W"ËËñœ vÅUÄ ¨WJ!ñU|œ U"ËUÙ :v|WÖ;d! :vKOì…œ Ë ñW<Ë :uJAO"

WA:OJ! ÈË :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨ñ…œ WMO! ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U| vèWÇ UOÙ«œu3 Ë ÊU|uJAO" ËËœ ñWÙ Ë vèWÇ s:OïU"uÄ

WA:OJ! ÈË :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨WJ!ñUî˛WÙ …b:|“ :v|WÖ;d! :v| Ê“Wî :Èñ…ËW" U|ó:|ñœ Ë ÊU|uJAO" ËËœ ñWÙ Ë vèWÇ s:OïU"uÄ

2

 ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ vëWÇËuè s:O|WÖ;d! ÊUÑ U|WA:OëËUÙ 4

3

ÈË s:|ñW< ˛ p:OzË XO!           ÈË :vèWÇ :vî…œ WfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ

ÆXO!          :vK:OÙW¶<«;ñ ÈË s:OKOì…œ ˛ p:OzË              Ë

5

  ÈË s:|ñW< ˛ p:Oz Ë XO! †…;ñWM! ôU8 ÈË :vèWÇ :vî…œ WfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅñW< ‰ …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ

 ÆXO!     vèWÇ UOÙ«œu3 Ë

6

¨XO!             ¨               :vî…œ ¨XOçìœ                          :v|bï…u|WÄ :vÑ ˜ËËœ ‰ «bïU"uÄ :v¶8W"Ëñœ WëWìU8

ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ :ÈË U|WA:OëËUÙ Ë WJ!ñU|œ :vìU8 :vÑ UMOçì :v|…ËUîWÇ :Èñ:u3

7

U|ñËËœ UJ:O£:O<ËËœ W¶O!œ †…;ñWM! ôU8 Ë :ÈË «ñW§ÑUï ‰ U|ñËËœ vëW3ñWî » XOçìœ «bïU"uÄ :v¶8W"Ë;ñ œ       ôU8

:Èu:OÅ ñW< ‰ :ÈË U|WA:OëËUÙË WJ!ñU|œ :vìU8 :ÈË UMOçì :v|…ËUîWÇ :Èñu3 Æ                :vK:OÙW¶<«;ñ Ë :ÈË «ñW§ÑUMì

ÆWfiOçM! v¶AÖ

8

1

 :vÅW‡‡!

66
1-6vëWÇËuè s:O|WÖ;d!

2-6vëWÇËuè s:O|WÖ;d! UïdJMOì:uÄ

vÅW! UçOï UïËuî“Wz vÅW! UçOï UïËuî“Wz

y x2 4 0− =x y= −2 1 2( )x x y2 2 2 3 0− + + = CGÜ

x y2 24 1+ =4 8 12 02 2x y x+ − − = CGÜ

x y2 2 4− =4 1 12 2( )y x− − = CGÜ

CGÜ

ê

I ( ,� )3 1

A( ,� )6 1x = 7

A( ,� )3 05
3

M

M

MA MB− =1A( ,� )0 1−B( ,� )0 3

x = 5
2
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ÈU3ËËœ s:O|…ËUîWÇ

:v|WM:|Ë Uïbï«uï ËWz Æ«bOïU":uÄ U|…“«bïWz œ v!ñWM:OÙñu<ñW< „WìWÖ vëW"W!U! Èd:Oã «œ :v|Wï«Ë :vÑœ :Èœ

∫:v|…u:OÅ ñW< ‰ sOfiOçï W¶:OÙœ «ËWz Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ » ÈU3ËËœ U|WA:OëËUÙ :u! WO:OïdJïË;ñ

 uëA ËB ËC ËD ËE ËFWïËuîWÙË WMO¶<«;ñ s:O|…ñUî˛

r:Oë s:O|…ñU! „…bMÙ ‰ :vìW! ¨vëWÇËuè :v|WÖ;d! W¶O!œ …ËUîWÇ ˜Wz Ê«ñU3 ÈW!ñ:Ë“ ÆdH< sïUfiëW|

Æ‰U"W! UëWìWîuë ÊU| V|ñW" s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœ ÊU| „WìU8 W¶O!œ

ÆÈU3ËËœ s:O|…ËUîWÇ sM|uïœ Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ » ÈU3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ s:O|…ËUîWÇ Ê«Ë Wïó:O!œ

s:O|WA:OëËUÙœ WOO¶ãWëWïW" :vÑUÇñW! ËWz d¶A:OÄuë ¨       :v|…œ«;ñ È…ñU!ñ…œ ÈdëñUO<dÄ U|W" ÊUîu~:O!

:vM|;d! ËËœ uJ:Oz :v|…œ«;ñ UïËu!Wï Æ:vM|;d!ËËœ uJ:Oz :v|…œ«;ñ È…œ«;ñ vÑWïó:O!œ Æ«bOëWÇuè s:O|WÖ;d!

ËËœñWÙ ‰WÖœ ÊËu! V|ñW" œ Â«Ë…œñW! vëWÇËuè s:O|WÖd! s:|ñ…ËW" vJïuÇ :ÈbïWÇ :ÈË :u! X:|ñWÖœWÑ

ËËœñWÙ ‰WÖœ s! V|ñW"œWï …ñ…ËW" ËËœñWÙ ˜Wz :vî…œ †…œËË;ñ ı :Èœ Uë vM§!«œ vïU":uÄ s:|ñ…ËW"

vî…œ sOfiOçï …b:|“ :v|flWÖ;d! U|WA:OëËUÙ :Èœ :̈vïU":u! s:|ñ…ËW" Ë         :uJAO" ËËœñWÙ                                   Ë

                              Æs!

 ÊWëb8U< :v|bï…u|WÄ :vÑ s:|ËWz             s:OìU8 ôWî:uë W¶O!œ …b:|“ :v|WÖ;d! ˜Wz

∫W¶O!œ vïU":uÄ :v|…u:OÅ ñW< ‰ WÑWz

v|Uî vÖ…;ñ ÈËWz vÅUÄ ¨ÈWJ!U3ËËœ ÊU8…;ñ ËËœñWÙ vÅUÄ ¨vëW8…;ñ :u! ÈWJ!«œu3 vëWÖ…;ñ WëWÙ

 XOÑWëW" X<…b! WÑWz :Èœ :vïdë…œU< v¶AÄ ¨ÈWJ!U3ËËœ Èœ Uë…ñU3Ë ¨ÈWJ!«œu3

:vìW! ÆvïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ WM!œ :Èuï U|WA:OëËUÙ ˜ËËœ ‰ …b:|“ :v|WÖ;d! s:|ñUMëñ…œ s:OK:OÙ ËËœñWÙ

 :Èñ…ËW" :v!W3Ëuî :v|W¶<«ñUz ‰WÖœ :vëWÅ:uÖ :v|uJAO" :Èñ…ËW"x ÊU|œ«;ñ     W¶O!œ :ÈË UïUçOÄ ¨†Wëœ X<Ëñœ

Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ » ÈU3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ 3-6

ZïUîñUz

•:Èœ«;ñ ˛ ÊËu!ñUÖ“;ñ

Uï«œñË…œ » :vM|;d!ËËbJ:Oz

vïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ

•s:Oïbï«uï UïdëñU|œ

:u! ñ:u3 Ë«ñ:u3 s:OïdJïË;ñ

» ÈU3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ

ÆÊ«Ë«;ñ:uÖ ËËœ

•UïdJOèU" UïUMOzñUJ!

UïdJMOì:uÄ :u! ÈñWë«œ:u3

» ÈU3 ËËœ s:O|WA:OëËUÙ

ÆÊ«Ë«;ñ:uÖ ËËœ

 ÊUë…Ë«ñ«“

Vocabulary

ÈU3ËËœ s:O|…ËUîWÇ

ñWë«œ:u3

Quadratic Equations in 2 Variables

Discriminant

Quadratic Curves

Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =

Bxy

a = 3F1 3 3( ,� )− −F2 3 3( ,� )

P x y( ,� )PF PF a1 2 2 2 3 6− = = =( )

x y x y+( ) + +( ) − −( ) + −( ) = ±3 3 3 3 6
2 2 2 2

2 9xy =

π
4

:uJAO" Èñ…ËW"
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˛ XO!œ«b|WÄ :ÈËWz WfiOçM! «œ Èuï :v| vïU":uÄ :v¶8W"Ë;ñ œ                …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ

ÊU|…œ«;ñ U|WÅ:uÖ » †…;ñWM! ôU8 ñ:Ëœ ‰ vïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ Uïbï«dÑ“ :vîUºïWz

 ñUJOÅ

 ˛ Ë                XOÑWëœñ…œ s:ON3 ‰ ÊUÑWzx ËyU|WA:OëËUÙœ Wï«œ

Æ«œ

 ∫uë XOÑWëœñ…œ

 ÊU|«œ Èuï :v| vïU":uÄ :v¶8W"Ëñœ …b:|“ :v|WÖ;d! UA:OëËUÙ W¶O!œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vM|d! ËËœuJ:Oz :v|…œ«;ñ ˛ ÊËu!ñUÖ“ñ

«b:O|ñUëdO! :Èñ«u!œ s:|ËWz Æ:vM:|;d!ËbJ:Oz :v|…œ«;ñ ˛ ÊËu!ñUÖ“ñ :u!

†…;ñWM! ôU8 ñËbì vïU":uÄ s:|ñ…ËW" Uïbï«dÑ“ » s!œ«;ñ ÊWëœñUë

U|WA:OëËUÙ uë :ÈbMÙu! Èuï :vëW¶8W"Ë;ñ UM¶ãWë X<…b! :u!˛

·ËËbì sMOîWï«b:O" :vM|;d!ËËœuJ:Oz s:O|…œ«;ñ uÇ È…ËUîWÇ

 ∫vfiOçM! v:OÅœ u" ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

 È…œ«;ñ ˛ :vOïËu!ñUÖ“;ñ u!˛ vïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ ©Uïbï«dÑ“® Uï«œñË…œ

1

Bxy

x=OM =OP ( + )=OP OPcos cos cos sin sinθ θ θα α − α

y= PM =OP ( + )=OP OPsin cos sin sin cosθ θ θα α + α

 ∫:Èœ                                 Ë                                          vJïuÇ

 ÆÈu!d:Oã :Èœ“U| ôuÄ ‰ u" vë…Ë s|d§!ñ…œ :Èñ«u8 ‰ :v|dëe:|;ñ :v|…u:OÅ ñW< ‰ ÈñW< ‰ U|bï…u|WÄ sO:OÅœ ÂWz «ñËWì

  :vN3 ‰ Ë Ê«Ë«;ñuÖ ËËœ » U| v|U3ËËœ U|WA:OëËUÙ :u! s:O|ñWÖWÑ WëWÙx ËyË   Ë     s:O|UÙW!

Æ«b|uï :v| vïU"uÄ :v¶8W"Ëñœ XOÑWëWî X<…b! :Èñ«u8 ‰ UA:OëËUÙ :v|…u:OÅ ·Wz :Èœ sO:Oï«œ

ÆÊ«b:|dÖ W¶:OÙœ WçJ:OÄ :Èñ«u8 ‰ s:O|bï…u|WÄ ÊUÑ » sÑWë s:O|WJìuëËUÙ Ë :Èuï s:O|WJìuëËUÙ

OP cosθ = =OM x′ ′OPsinθ = =M P y′ ′

x x y
y x y

= −
= +

⎧
⎨
⎩

′ α ′ α
′ α ′ α
cos sin
sin cos

x
y

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−⎛

⎝⎜
⎞cos ����� sin

sin ��������cos
θ θ
θ θ⎠⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x
y
′
′

π
4

2 9xy =

cos sinπ π
4 4

1

2
= =x x y= −′ ′

2
y x y= +′ ′

2

2
2 2

x y x y′ ′ ′ ′− +⎛
⎝

⎞
⎠

⎛
⎝

⎞
⎠

x y′ ′2 2

9 9 1− =

XO!œ «b|WÄ :ÈËWz WfiOçM! «œ Èuï :v| vïU":uÄ :v¶8W"Ëñœ           …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ

ÆÊU|œ«ñ   U|WÅ:uÖ » †…;ñWM! ôU8 ñ:Ëœ ‰ vïU":uÄ s:|ñ…ËW" ËËœñWÙ Uïœ«dÑ“ :vîUºïWz ˛

xy =1 ôU8

 v|d:|bÑUÇ

.1
π
4

α

A x B x y C y D x E y F′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′2 2 0+ + + + + =

A A B C′ α α α α= + +cos cos sin sin2 2

B B C A′ α α= + −cos ( )sin2 2

C A B C′ α α α α= − +sin sin cos cos2 2

D D E′ α α= +cos sin

E D E′ α α= − +sin cos

F F′ =

′x′y

2 9xy =

= 9
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:vïU":uÄ :v¶8W"Ëñœ                                         U|WA:OëËUÙ vëW3ñWL! ñ…œWMO!    :vï«œñË…œ U|WÅ:uÖ

«œ Èuï :v| vïU":uÄ :v¶8W"Ëñœ v|…ËUîWÇ UA:OëËUÙ ¨XO!Wï«b:O" :vM|d! ËËœ uJ:Oz :Èœ«;ñ «œ Èuï :v|

Æñ…œWMO!

 ñUJOÅ

Ë            uë XO!œñU|œ :vÑ˛                                           :vïUï«bNºì »         ¨            ¨

           Ë          W|WÑWz «b|uï :v| :vïU":uÄ :v¶8W"Ëñœ È…ËUîWÇ U|WA:OëËUÙ :v|WJìuëËUÙ

WîW"…œ :vÑ :Èœ È˛WÑWz                Ë                   Ë            Ë

ÊU|

     :Èñ…ËW" ñW< WMÑWëœ ÈË s:O|uJAO" ËËœñWÙ WîUL"Wï :v|WÖ;d! :v|…ËUîWÇ WÑWz

:Èœ :Èñ«u8 ‰ UÑWzË ¨          uë Èd:|ó§ìWÙ    :vM¶! v:OÅœ u" ¨            :v|…œ«;ñ ˛ :vïËu!ñUÖ“;ñ u! ˛

 ∫XOÑWëW" X<…b!

ÊUî…Ë…ñ«u8 ÈWîWz Wë          p:O"Uë X:|d:|ó§˘WÙ   Wë W<W! …bï…ËWz           È…œ«;ñ Wì ÊËu!ñUÖ“ñ :u!

 ÆX:|ËWë…b¶<…œ

 W‡‡‡‡‡ïËu/:vM|;d!ËbJ:Oz :v|…œ«;ñ ˛ ÊËu!ñUÖ“ñ 2

B x y′ ′ ′

 ©:vïbï«;dÑ“® :vï«œñË…œ U|WÅ:uÖ UïdëñU|œ

B′ = 0 α

αα

• Æ                       vëW3ñWL! …d:|ó§ìWÙ     ¨          WëWÙ

• Æ             ¨XOÑWJ!W¶<…b! WÑWz«œ          …d:|ó§ìWÙ ¨           WëWÙA C=B′ = Β α = Βcos cos2 02
π = α = π

4

A C≠αtan2α = B
A C−

α2 10 02 2x xy y+ 3 + − =

A = 2B = 3tan2 33
2 1α = B

A C− −= = C =12 3α = πα = π
6

C′ = 1
2F′ = −10 D E′ ′ = 0=

B′ = 0 A′ = 5
2

5
2 2

2 21 10 0x y′ ′( ) + ( ) − =

x y′ ′( ) ( )+ =
2 2

4 20 1

y′

v|…ËUîWÇ U|WA:OëËUÙ :vî…œ ñ…œWMO!   :vï«œñË…œ U|WÅ:uÖ

:vM|;d! ËœuJ:Oz È…œ«;ñ «œ Èuï :v| :vïU":uÄ :v¶8W"Ë;ñ œ

 ÆWfiOçM! «b|uï v| ÊU":uÄ :v¶8W"Ëñœ v|…ËUîWÇ U|WA:OëËUÙË ¨XO!Wï «b:O"

ôU8

 :v:|d:|bÑUÇ

.2

xy x y−− −− ++ ==1 0

αα

Ë ¨s:Oï«œ          sO:OÅœ ÂWz Uº:OÑ ¨s|…b!ô :vM|;d! ËœuJ:Oz :v|…œ«;ñ sO:OÅœ ÂWz ÊUî…œ vîWÙ ‰ vJïuÇ

 Æ                                             ∫sOfiOçM! È…u:OÅ vç! Ê«Ë«;ñuÖ ËËœ » U| ÈU3ËËœ U|WA:OëËUÙ

∫XM:|uïœ :Èñ«u8 ‰ s:|ñU! ÊUÑ˛ p:Oz WA:OëËUÙ ˜Wz

∫Ê«Ë«ñ:uÖ ËËœ » ÈU3ËËœ U|WA:OëËUÙ :u! «bïUOÅœ s:OïdJïË;ñ s:O|WM:|Ë Uïbï«uï

Ax Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + =

B = 0

.1:vî…œ ∫Wï“U! Æ©‰U"W! ôWîuë Ë ‰U8 WïWÙ p:|ñWï s:|ñU!ËËœ®

.2:v|WÖ;d!∫U"ËUÙÆXO! :vJ:Oz öÄ ˛ Èœ :ÈËWz Ë XO!U3 ËËœ Ê«Ë«ñuÖ ˛ p:Oz :vî…œ

.3∫ÂUL"Wï :v|WÖ;d!›‰U"W! ôWîuë Ë ‰U8 ∫WïWÙ p:|ñWï s|ñU|ËËœ¤ s!WÙ ÊUAOï ÊUîWÙ    Ë   :vî…œ

.4…b:|“ :v|WÖ;d!ËËœ     Ë›;d!ËËœuJ:Oz s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœ ∫W|WÙ p:|ñWï vëñU!¤ s!WÙ «œu3 s:OïUAOï

.5∫q:OÙW¶<«;ñÆXO! dH<Wï    Ë     s:O|WJì:uë ËËœñWÙ ˛ p:Oz v<UL:Oë »Ë Æ                :vî…œ

A C= ≠ 0

C A

C A

A C= = 0DE

207 3-6Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ » ÈU3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ



6.∫q:OÙW¶<«;ñ ËËœ ÊU| „WK:OÙW¶<«;ññW< ‰ ÊWJ! ‰W¶OÅ :vA:OëËUÙ :v| :vÄWÇ :v8…;ñ XO!«bïUOÅœ WëWÙ

Æ†WëœñU|œ ÊU|WïËuLï „…bMÙ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ÆvK:OÙ s:O|WJìuë ËËœ Uï«bJ:Oì :vîUºïWz :v|…u:OÅ

 Wï“U!;

 U"ËUÙ ÈWÖ;d!

 WA:OëËUÙ vMO§:O"

ÂUL"Wï ÈWÖ;d!

:OÙW¶<«;ñ p:Oz¸

s:OKOÙW¶<«;ñ ËËœ

;d|ËËœuJ:Oz

s:OK:OÙW¶<«;ñ ËËœ

 V|ñW"

‰U8

 ôWîuë

‰U"W!

A

1000

0

0 0

0

0

0 00

00 0 1

0 000

0

0 000

0

0 0 0

4

1

11

1

−9

−3

−1

−4

−36

−1

2

1

1

9

1

10

1

BCDEF

x y2 2 4+ =

y x2 9=

4 9 362 2x y+ =

x2 0=

xy x y+ − − =1 0

x x2 3 2 0− + =

x y2 2 0+ =

x2 1= −

A C=F < 0

,

,

,

   «œ    œ WOO :̇OÙ Ë «œ    œ W|U3ËËœ Æ

AC > 0A C≠F < 0

x y

 :Èñ…ËW"y

:u! XO!œ ‰W¶OÅ

( )( )x y− + =1 1 0
x =1y = −1

,

:u! XO!œ ‰W¶OÅ

†…;ñWM! ôU8

‰U"W! ôWîuë

( )( )x x− − =1 2 0

x =1x = 2

Æ†Wëœ ÊU|WA:OëËUÙ ÊUÑ˛ :vJ:Oz ñWÙ Uïbï«uï uë WJ! ñU|œ È…ËUîWÇ :vÑ :Èñ:u3

 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡‡ïËu/ÈñWë«œu3 UïdJOèU" 3

 ÆW|U"ËUÙ :v|WÖ;d!

 ÆWîUL"Wï :v|WÖ;d!

ÆW|…b:|“ :v|WÖ;d!

 ÈñWë«œu3 UïdJOèU"Discriminant Test

• ÆXO! dH< vïUfiëW| ñWë«œu3 :vî…œ U"ËUÙ :v|WÖ;d!

•XO! VìU< :v| ñWë«œu3 :vî…œ ÂUL"Wï :v|WÖ;d!

•ÆXO! »W3Ëuî :v| ñWë«œu3 :vî…œ …b:|“ :v|WÖ;d!

ËWz :vìW! Æs!WÙ p:|ñWï vë…ñU! XO!b:OÇ vëWÇËuè s:O|WÖ;d! „…bMÙ uë :ÈbïWÇ :ÈË ‰WÖœ

ÆW¶O!œ                                                         U|WA:OëËUÙ :v|…ËUîWÇAx Bxy Cy Dx Ey F2 2+ + + + + = 0

x xy y2 2 1− + − = 0êxy y y− −2 5 1+ = 0

êB AC2 2
4− ( )= 1 − 4(0)(−1)=1> 0

Ü

B AC2 2
4− ( )= 1 − 4(1)(1)=1− 4 = −3< 0 Ü

CG3 6 3 2 72 2x xy y x− + + − = 0

CGB AC2 2
4− ( )= −6 − 4(3)(3)= 36− 36 = 0

 ∫WJ!ñU|œ XM:|uïœ :vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ :v|…ËUîWÇ :Èñ:u3 ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.3

CGÜ

ê

2 4 2 2 7 02 2x xy y x− + + − =2 5 02 2x xy y+ + − =

x xy y y2 2 5 1 0− − − + =

Wë«œu3

B AC2 4−
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3-6
ÊUM:OÙ«;ñÊUM:OÙ«;ñ

1

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ8ÈË :vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ :v|…ËUîWÇ :Èñu3 UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! ÈñWë«œu3 ¨

ÆXM|Ëuïœ

x xy y x2 23 0− + − =23 7 17 12 2x xy y− + =

3x xy y y2 22 2 0+ + − + =4x xy y x2 24 4 3 6+ + − =

5xy y x+ − =2 3 563 5 2 7 14 12 2x xy y x y− + − − = −

7x xy y y2 23 3 6 7− + + =86 3 2 17 2 02 2x xy y y+ + + + =

 ∫WfiOçM! :v|WA:OëËUÙ :ÈËWz :vïdJïË;ñ :v|WM:|Ë ÈË È…ñU!ñ…œ Èó:O! ı v:OÅœ u" :ÈñWz

   WëWÙ ¨XM:|uïœÆWMO! u8 Uç<ñW! :u! ÊU|W~ìW! ø

9

 ∫WfiOçM! ‰ p:|;ñ :v| W|WÙ vëWÇËuè vëW|WÖ;d! :ÈñWz

Æs!WÙ W"WHO< ˜Wz

10

Æ†…;ñWM! ôU8 ‰WÖœ XO! :v3ËUÙ

ÆWMO! :u8 Uç<ñW! :u! ÊU|W~ìW! ¨X|ñ:u§! «ñ         ôU8œ

CG

Ü

Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =

Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =

AC < 0

( ,� )1 0

 :u! vëWÇËuè :v|WÖ;d! :Èñ:u3 øWOOÇ 11

  UïUAOï :v|…ËUîWÇ È…ñU!ñ…œ :vëW|˛«ËW¶<…œ ñWÙ UO¶<Ëñœ

Æ:v|…˛«ËW¶<…œ UO¶<ËñœWï UïbïULìW< :u! WMO! :vëW|WïËuLï …˛œ ÊU| WMOLìWfi!

12

ÆÂUL"Wï :v|WÖ;d! W¶O!…ËUîWÇ :Èœ             WëWÙ

ÆU"ËUÙ :v|WÖ;d! W¶O!…ËUîWÇ :Èœ             WëWÙ

Æ…b:|“ :v|WÖ;d! W¶O!…ËUîWÇ :Èœ             WëWÙ

CG

CG

Ü

 :v|UN! «œ WMO!ñUJ! :vA:OëËUÙ :ÈËy v:OÄxuë v¶ãWëW" X<…b! U|WA:OëËUÙ :ÈËWz Ævfi:OçM!

y  :vÄ WO|…ó:|;ñ UëW|WA8Wïx ÆWM:|uM!

Ü

ê

‰WÖœ XO! ÊËu¶< :v| XãWJ:Oì «b:O"uë WJ!ñUî˛WÙ vëWÇËuè :v|WÖ;d! s:OìU8 ËËœ s:OïU":uÄ

:vK:OÙW¶<«;ñ

ê

xy x y+ − =2 0

y x= −2

ACAx Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =

AC > 0

AC = 0

AC < 0

ås:Oï«Ëd:O"u!ò ÈñU~MÙñW!

 ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :ÈñW!ËË;ñ U|WA:OëËUÙ :v| :vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë :Èœ                       WëWÙ

„Ëuâ! :Èñ…ËW"Ë     Ê“Wî :v| :ÈË :Èñ…ËW" :ÈËWz ÂUL"Wï :v|WÖ;d!

     WïUfiëW| ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :ÈñW!ËË;ñ uëWMOLìWfi! Æ       WïUfiëW| Æ

13B AC2 4 0− <

Ax Bxy Cy2 2 1+ + =2a2b
πab2

4 2

π

AC B− B2
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 :vÅW‡‡!

66 vÅW! UïËuÇ«b:OÄ

123

 UïUM:OÙ«;ñ ˛1 U"WÙ6WJ!ñU|œ :vëWA:OëËUÙñWÙ :v| :vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛7 U"WÙ10ÆWA:OJ! :ÈË :v| :vïdJïË;ñ :v|WM:|Ë Ë WJ! ‰W¶:OÅ :v|WA:OëËUÙ ¨

CGÜê

Oh g

4 42 2x y+ =4 42 2x y− =y x2 4= −

78 16 16 16 24 3 02 2x y x y+ − + − =3 2 24 12 24 02 2x y x y− + + + =

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰11 Ë12Æñ…œ WMO! U"ËUÙ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ¨

            ñW< qOì…œ :uJAO"             ñW< 1112

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰13 Ë14Æñ…œ WMO! ÂUL"Wï :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ¨

 ∫ñW< ËËœñWÙ

 ∫‚WÇ

 ∫‚WÇ

 ÆX|ñ:u! œ          Ë             s:OìU8 ËËœ

1314

( ,� )0 2( ,� )4 0 ( ,� )4 2

910 3 2 12 12 29 02 2x y x y+ − + + =y y x2 12 8 20 0− − + =

456 y x2 24 4− =x y2 24 4+ =x y2 4=

x = −3

( ,� )7 0 ( ,� )−3 0

( ,� )0 0( ,� )4 0( ,� )1 2( ,� )2 0

( ,� )0 0

 s:OïUM:OÙ«;ñ ËËœñWÙ ‰15 Ë16Æñ…œWMO! …b:|“ :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ¨

    Ë             ∫ñW< ËËœñWÙ

Ë               ∫uJAO" ËËœñWÙ

 ¨              ∫uJAO" ËËœñWÙ(0, 8)

 ∫ñUMëñ…œ ËËœñWÙ Æ           Ë

1516 ( ,� )4 0 ( ,� )−4 0

( ,� )− 6 0( ,� )6 0y x= −4y x= 4

( ,� )0 8−
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 s:OïUM:OÙ«;ñ ˛29 U"WÙ34 Æ:v|WA:OëËUÙ :v|…ËUîWÇ :Èñ:u3 UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! ÈñWë«œu3 ¨

 UïUM:OÙ«;ñ ˛21U"WÙ 24ÆWfiOçM! v¶AÖ :v|…u:OÅ ñW< ‰ vëWÇËuè :v|WÖ;d! U|WA:OëËUÙ ¨

 ÊUM:OÙ«;ñ ˛25 U"WÙ28 Æñ…œWMO! :ÈË s:O"UNJ:OÄË WJ!ñU|œ vëWÇuè :v|WÖ;d! :Èñ:u3 ¨

29

30

31

32

33

34

2 15 2 02 2x xy y x y− + + + =

3 18 27 5 7 4 02 2x xy y x y− + − + + =

 ∫vèWÇ UOÙ«œu3              ∫ñW<ËËœñWÙ

 ∫uJAO" ËËœñWÙ          ∫vèWÇ UOÙ«œu3 21

22

25

26

27

28

( ,� )±5 0

0 7,�

 ∫ñW<            ∫:uJAO" ∫U"ËUÙ ÈWÖ;d! 23

 :uJAO" ∫ÂUL"Wï ÈWÖ;d! ¨           ∫ qOì…œ 24

 Æñ…œWMO!               :vK:OÙW¶<«;ñ ‰WÖœ XO! ÊËu¶<Ë                           U"ËUÙ :v|WÖ;d! :v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ 17

 vK:OÙW¶<«;ñ ‰WÖœ XO! ÊËu¶<Ë                        U"ËUÙ :v|WÖ;d! v¶ãWJ:Oì U|WA:OëËUÙ Æñ…œWMO! 18

 ∫dÖñ…Ë s:OK:O< :ÈË U|WA:OëËUÙ ¨W|U"ËUÙ :v|WÖ;d! :v|…u:OÅ ñW< ‰ dÖñ…Ë U| Ê“Wî UëWK:O< UëWÇñUÄ

øWJ!ñU|œ :v|uJAO" :vïU":uÄ Æ«œ U"ËUÙ v|WÖ;d! :v|:uJAO" œ Uï«œ dÖñ…Ë :ÈdOîUz È“U<WA8Wï

19

ÆWJ!ñU|œ :ÈË :È;ñ:u3Ë ¨WJ!ñUî˛WÙ vëWÇËuè vëW|WÖ;d! ñWÙ :u! vèWÇ UOÙ«œu3 20

( ,� )1 1( ,� )0 1

16 25 96 256 02 2x y x+ + − =

16 25 96 256 02 2x y x− + − =

y x=
2

200

2 5x y+ = 3 62x y x+ = −

y x= − 2 y x x= − +2 2 2

− ≤ ≤100 100x

CG

Ü

ê

O

x y x y2 24 6 16 21 0+ − + + =

4 4 3 02 2x y x− − − =

25 10 200 199 02x x y− − − =

9 9 36 6 34 02 2x y x y+ − + + =

( ,� )0 2±

1 5.

( ,� )−3 0x = −9

4 16 20 02 2x y x+ − − =

x y x y2 23 8 12 16 0− + + + =

2 4 2 3 6 02 2x xy y x y+ − − + − =

x y x y2 2 3 2 10 0+ + − − =

xy y x+ − − =2 3 5 0

3 12 12 435 9 72 02 2x xy y x y+ + + − + =
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:vïËuî“Wz :u! ÊdJÑWÙñW!

 :vÅW‡‡!

66
  øñW§î«ñW! :v|WM:|Ë U|WA:OëËUÙ W¶O!œ ÊUÑ óOë 11

  ÂUL"Wï :v|WÖ;d! :v| „Ëuâ! :Èñ…ËW" U|ó:|ñœ ∫…bïWÇ 7

7111422

x y2

49 121

2
1+ =

4 9 362 2x y+ =

9 4 362 2y x− =9 4 362 2x y+ =

9 4 362 2x y− = CGÜ

êO

 U|WA:OëËUÙ UM|;d! ËËœuJ:Oz ôU8 W¶O!œ ÊôU8 ÊUÑ óOëø Æ   :Èñ…ËW" ‰WÖœ

               Ë Æ               Ë

               Ë Æ               Ë

2

( ,� )4 0( ,� )− 4 0

( ,� )5 0( ,� )−5 0( ,� )10 0( ,� )−10 0

( ,� )2 0( ,� )−2 0 CGÜ

êO

 ø…ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë U|WA:OëËUÙ W¶O!œ ÊUÑ óOë 3

CGÜ

êO

CGÜêO

4 25 1002 2x y+ =x

x y−( ) −( )+ =
4

25
2

64

2 2

1

x y−( ) −( )+ =
1

20
1

150

2 2

1

x y2 2

625 576 1+ =

x y2 2

175 225 1+ =

 øñW§î«ñW! :v|WM:|Ë U|WA:OëËUÙ W¶O!œ ÊUÑ óOë 6

CGÜ

êO

x y−( ) +( )− =
3

16
4

9

2 2

1

y x−( ) +( )− =
3

16
4

9

2 2

1

x y+( ) −( )− =
3

16
4

9

2 2

1

y x+( ) −( )− =
3

16
4

9

2 2

1

 …b:|“ :v|WÖ;d! :ÈñUMëñ…œ U|WA:OëËUÙ W¶O!œ ÊUÑ óOë Æ 5

CGÜ

êO

y x= − 2
3

y x= − 9
4

y x= 3
2

y x= 9
4

 ø«bïU|uJAO" ËËœñWÙ «ñW§ÑUïœ W|WÙ ÈñËËœ s|d¶ï“Wî …b:|“ s:O|WÖ;d! ÊUÑ óOë 4

CGÜ

êO

x y−( ) +( )− =
6

36
2

81

2 2

1

y x+( ) −( )− =
115
49

225
100

2 2

1

x y+( ) −( )− =
22

45
36

125

2 2

1

y x−( ) +( )− =
59

90
76

95

2 2

1

x y2 2

4 9 1− =
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  U"ËUÙ :v|WÖ;d! :u! :v3ËUÙ :Èñ…ËW" W¶O!œ :Èñ«u8 ‰ s:OïUÑ óOë ø 9

x = 0y = −2x = 4y = 8 CGÜêO

 ø         W¶O!œ ÈË :vKOì…œ :Èñ«u8 ‰ s:O|WÖ;d! ÊUÑ óOë 10

CG

Ü

ê

O

y x+ = −( )3 11
4

2

x y− = +( )5 41
4

2

y x− = +( )5 21
4

2

x y+ = −( )3 21
4

2

x y− = +( )4 21
8

2

y = 4

 ø:vÄWÇ :v8…;ñ ˜…ñW! WO|dëWÑ :v| U"ËUÙ s:O|WÖ;d! ÊUÑ óOë 8

 :Èñ…ËW"          ‰              U"ËUÙ :v|WÖ;d! :v¶ãWJ:Oìx ∫‰ X|;d!…œ

 Wï“U! W|U"ËUÙ :v|WÖ;d!ÂUL"Wï :v|WÖ;d! W|…b:|“ :v|WÖ;d!

11

 øWOOÇ :v|…ËUîWÇ vÑ :Èñ:u3 :̈v|…ËUîWÇ ñW< ‰ UëWìU8 ñWÙ :u!    WïUfiëW|           ôU8 ‰ vëW|…ËUîWÇ :v¶ãWJ:Oì :Èñô 12

CG

Ü

ê

O

16 4 122y x− =

16 4 122x y− =

16 4 122y x+ =

16 4 122x y+ =

y ax= 2x p=

CGx p= 2
Üx p=

2

2
êx ap= 2

Ox ap=
2

2

CG−( )2 6,�Ü6 2,�−( )ê2 2,�−( )O4 2,�−( )

CGÜêO

 Wï“U! U"ËUÙ :v|WÖ;d!ÂUL"Wï :v|WÖ;d!…b:|“ :v|WÖ;d! CGÜêO

x y,�( )x
y

 U"ËUÙ :v|WÖ;d! :v|uJAO" W¶O!œ :Èñ«u‹ì s:OÑWz óOëø 13

  ÈË U|WA:OëËUÙ :ÈËWz W|…ËUîWÇ óOë ËWz ÆXO! 14x y x y2 24 6 16 21 0+ − + + =

y y x2 4 8 36 0+ − + =
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  W¶:|ËUz

2-7 …“«bïWz Ë W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

 ÊËuÇ«b:OÄ

 :vïËuî“Wz :u! ÊdJÑWÙñW!

  :v¶ãW4 :vÅW!

 Wï«Ë

77

 5|Ëu!«b|WÄ s:O|…u:OÅ

«b|WÄ uë Wï…u:OÅ ËWz 5|Ëu!«b|WÄ s:O|…u:OÅ

UëWìU8 ˛ ÊdJ:Oá¶<…œ ¨p:Oz í|Ëœ ‰ s!œ

ÆÈdëñU|œ :vëW|…u:OÅ ˛ ÊU| ÈdëñU|œ

UïUMO£J:OÄ :u! sMOzœñUJ! W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

‰ :v|…u:OÅ ÈËWz „…Ë 5|Ëu!«b|WÄ s:O|…u:OÅ

 ÆÈdëñU|œ ÈWM:|Ë

 …“«bïWz Ë W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

Complex Numbers And
Geometry 

 …“«bïWz Ë W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

Complex Numbers And
Geometry
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 :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰ …ËWï«œWM:|ËxÆ :Èñ…ËW" ñ:Ëœ ‰ …ËWï«œWM:|ËyÆ

øv|…œUîUz :v| u" :ÈñWzøv|…œUîUz :v| u" :ÈñWz

 ∫…b:|dÖ :vÄWÇ :v8…;ñ UïËu¶< ‰ :ÈË UïdJÑ:ËdÅ ‰WÖœ :v¶<«;ñ :v8…;ñ UM|u¶< ‰ UëW|…˛«ËW¶<…œ ñWÙ

.1 W¶:|ËUz U|…ñUî˛

.2 ÊUA:Oë«;ñ

 .3 …ËWï«œWM:|Ë

 vëWK:OÙW¶<«;ñ ñ:Ëœ ‰

.4 È…ó:|;ñ U|…ñUî˛

.5 U|…ó:|ñËUÙ

 v|…“«bïWz

Æ√ uë ¨sfiOçïœ   :v|…u:OÅ ñW< ‰ WëW|…ñUî˛a ¨bÆ         Ë ÊË«ËW" s:O|…ñUî˛ ËËœ

Æ» Æ:u! X:|ñuÙ:uÖœ Ë                 :v|…u:OÅ ñW< ‰ Wë…ñUî˛

ÆÃ uë ¨            :v|…u:OÅ ñW< ‰ WëW|…ñUî˛a ¨b Æ              Ë WMO¶<«;ñ s:O|…ñUî˛

Æœ» Ë ÈñËËœ ÊUîWÙ » v¶8W"ËË;ñ s:OìU8 ËuîWÙ ¨WO|…“«bïWz UëWë;ñ:uÙu~N3

    ÆXOA:Oëœ«;ñ ÈW¶<«ñUz ÊUîWÙ

ÆÁ  Æ†…;ñWM! ôU8 Ë Ê«ñUî˛ :Èñ…ËW" ñW< ‰ :vëWìU8 «ñW§ÑUï ‰ WO|ñËËœ

ÆË»       ôU8 :u! X|;ñ:uÙuÖœ     „…Ë :vëWìU8 ñWÙ ¨WO|…“«bïWz UëWë;ñ:uÙu~N3

  ÆXO! vK:OÙW¶<«;ñ :Èñ…ËW"         vëW3ñWî

1

  ˜«ñ«“

b ≠ 0 a
b

A x y( ,� )A kx ky′( ,� )

a ib+i2 1= −

AA′

A′

 v|…“«bïWz s:Oë;ñ:uÙu~N3

 UïUM:OÙ«;ñ ˛2 U"WÙ9 ∫ÈdëñU|œ Uë;ñ:uÙu~N3 » WJ! ñU|œ        ôU8 :v|WM:|Ë :vïU":uÄ ¨

23

 v|U3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ

 ;d!W¶<«ñUz

 UïUM:OÙ«;ñ ˛10 U"WÙ13 ÆWJ! ñU|œ Ê«Ë «ñUî˛ Ë v|U3ËËœ U|WA:OëËUÙ s:OÖ…;ñ :Èñ:u3 ¨

1011

 Æ              :vK:OÙW¶<«;ñ ñ:Ëœ ‰ …ËWï«œWM:|Ë :È;d!W¶<«;ñUz » ÊUA:Oë«;ñ 45

ôU8 :ÈË :vèWÇ È…“«bïWz UëW|…ó:|;ñËUÙ

 ÆXO!     :ÈË U|…ó:|;ñ Ë †…;ñWM!

         U|WÅ:uÖ » †…;ñWM! ôU8 ñ:Ëœ ‰ Ê«œñË…œ

 Æ

67

 U|WÅ:uÖ » †…;ñWM! ôU8 ñ:Ëœ ‰ Ê«œñË…œ–90º ÆvÅUÄ           :vK:OÙW¶<«;ñ ñ:Ëœ ‰ …ËWï«œWM:|Ë

U|WÅ:uÖ » †…;ñWM! ôU8 ñ:Ëœ ‰ Ê«œñË…œ

 Æ

8

         U|WÅ:u~:O< s:O¶<«;ñWÑUï UM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8     ¨ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰

 :v¶<«;ñWÑUï ñ:Ëœ ‰ …ËWï«œWM:|Ë »     :v|WM:|Ë W¶O!œ     Ë ¨XOM:|uïœ

 ÆWJ! ñUî˛WÙ                             Æ

14

9

A(1, 1)�

 u 2 3,�−

1
2

x = 2

2 5 9 02x x+ − =x x2 1 0+ + =

1213 − + − =3 5 11 02x x2 8 8 02x x+ + =

ABC

G

G G′

BC

y x=

A

u

135º

90º

GA +GB +GC
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 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! «œu3 s:O|…u:OÅ 1-7

  ZïUîñUz

•W|…ñUî˛ :v"ËË;ñ UïdëñUî˛WÙ

  ÆÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ Ë W¶:|ËUz

•‰ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ UMOfiOçï

Ë Èd!W3 :v|…u:OÅ ñW<

 ÆÈñWfiîW3 Ë ÈWÅ:u~:O<

 ˜«ñ«“

 Vocabulary

 v"ËË;ñ :v|UÙW!Value
Absolute

 ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖArgument

Èd!W3 :v|…u:OÅ

FormAlgebraic

v|WÅ:u~:O< :v|…u:OÅ

Trigonometric Form

 ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅForm
Polar

Èd!W3 :v|…u:OÅ

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! Èd!W3 :v|…u:OÅz ¨sfiOçïœ                  :v|…u:OÅ »x ËyWMO¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ËËœ

  ËiW¶:|ËUz U|…ñUî˛ uë v|Ëu!d:Oã :Èœ“U| ô:uÄ ‰ u" Æ†Wëœ ŒU<              :vÑWz WOOìU|W8 UëW|…ñUî˛

z v¶<«;ñ U|…ñUî˛ Wïó:O!œ Æ5fiOçï W¶:OÙœ :vJ:|;ñ p:Oz » :vM¶! :v|…u:OÅ vÑ »x :u! v¶<«;ñ :vÅW!zË

 v¶<«;ñ U|…ñUî˛ Wïó:O!œ Ë ¨           sfiOçïœy :u! vìU|W8 :vÅW!z Æ          sfiOçïœ Ë

 ®                 W|WÙ ¸ËUz UëW|…ñUî˛                W¶:|ËUz UëW|…ñUî˛ ñWÙzW¶:|ËUz W|…ñUî˛ :v˘ËUzzÆ…©

 ÊU|…ñUî˛ ËËœñWÙ uë :Èb! :u8 :ÈñW!z ËzË ¨                    uJïUz WïWÙ v¶<«;ñ :vÅW! ÊUîWÙ

Æ                   uJïUz WïËËœuJ:Oz È˛UÑ:ËñW! vìU|W8 s:OÅW! ËËœñWÙ s:OïUAOï

vÑb:OÄ VìU< :ÈñWë«œu3 Ê«œu8 v|U3ËËœ s:O|WA:OëËUÙ UïdëñUJOÅ uë v|Ëu!d:Oã :Èœ“U| ô:uÄ ‰ u"

 ËWz ¨W|WÙ Ê«ñUî˛ :v|uï :vë…ñ:u3 »ÆÆWWïïWW¶¶::||ËËUUzz  ss::OO||……ññUUîî˛̨UëW|…ñUî˛ uë v|Ëu!d:Oã u" U<…ËñWÙ

 uë ¨5fiOçï W¶:OÙœ :vM¶! UëWO:|;ñ »                  :v|…u:OÅ ñW< ‰ W¶:|ËUzx ËyWMO¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ËËœ

 Ëi  Æ†Wëœ ŒU<               WOOìU|W8 UëW|…ñUî˛

 W¶:|ËUz UëW|…ñUî˛ ñWÙ uë s|Wëœ ÂU$Wzñ…œ :vÑ ˛„…Ë  v¶fi‹J:|;ñ :vëW"Ëu3

„…Ë «œ :vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ œ :vëWìU8 » Ë ¨X:OÙbJ:OÄ v¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ËËœ ˛ uë †Wëœ ñU|œ

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ôU8 :vìU8 :vÑ Wïó:O!œ ÆÊbï«uï W¶:OÙœzœ „WìU8 ñWÙ Èœ :vëW8…;ñ ‰ Æ       sfiOçïœ Ë

v¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ËËœ ˛ v"UNJ:OÄ             v¶fi‹J:|;ñ :vëW":u3                 „…Ë «œ :vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ

   W¶:|ËUz ôU8 U|…ñUî˛ :v|…ñUî˛ :vÑ Wïó:O!œ Ë ¨sMOzbJ:OÄ                   W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ËWz Ë †Wëœ ñU|œ

A ÆsfiOçïœ      :v|…u:OÅ ñW< ‰ Ë ¨

Various Forms of a Complex Number

z x i y= +

i2 1= −

z x i y= +

z x i y= +

( ,� )x y

M x y( ,� )

M z

A a b( ,� )a b( ,� )

u a ib= +
z

A

i 2 1= −

R z( )I z( )

 U|…ñUî˛Ë ¨WfiOçM! Èd!W3 :v|…u:OÅ ñW< ‰

 ÆWJ! ñU|œ vìU|W8 Ë v¶<«;ñ :vÅW!

z i i i= ( − ( − − −2 3 ) 5 4) 7( 1)( ) ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

:vÅW! Ë v¶<«;ñ :vÅW! Ë ¨WfiOçM! Èd!W3 :v|…u:OÅ ñW< ‰            W¶:|ËUz U|…ñUî˛

  ÆWJ!ñU|œ vìU|W8

 W‡‡‡‡‡ïËu/ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! vìU|W8 :vÅW! Ë v¶<«;ñ :vÅW! UïdëñU|œ 1
z i

i
== −−

++
1 2
1 2

 ˛ «œ …b§J:Oì :v|…d:|˛ v˘ËUz ‰WÖœ v|…d:|˛ Ë v|…ñW<i Æv!ñUÖ“;ñ v|…d:|˛ ‰

 v¶<«;ñ :vÅW!z W¶O!œ vìU|W8 :vÅW! Ë Æ

 ñUJOÅ

z i
i

i i

i i
= =−

+

− −

+ −
1 2
1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )( )

( )( )

z ii i i

i

i i
= = = = − −− − +

−

− −
+

− −1 2 2 4

1 4

1 4 4
1 4

3 4

5
3
5

4
5

2

2

I z( ) = − 4
5

R z( ) = − 3
5

.1

ËWz Ë ¨W|WÙ ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ Ë ÈWÅ:u~:O< :v|…u:OÅ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ¨Èd!W3 :v|…u:OÅ ‰WÖ ‰

 Æ†ñuë s:OJ:|;ñ » Ê«ñUO<dÄ „WìWÖ UïdëñUJOÅ :u! sMOzœñUJ!

z a ib= − z a ib= +

R( z ) = R( z )

I( z ) = -I( z )
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U|WÅ:uÖ UïdëñU|œ :vìW! ¨“:uìUz v:O! WO|dëñU|œ :v| W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :v"ËË;ñ :v|UÙW! uë WJ! vMO§:O"

:u! XO! ÈñWfiîW3 UëW|WÅ:uÖ UïUçOÄ    ñWëWÙ ∫WïËu/ :u! Æ†Wëœ ñU|œ ÊU|…“:uìUz „…bMÙ ÈñWfiîW3

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛z uë®                 :Èœ ¨n :u! Èœ UëWïUçOÄ W¶O! ©…Ë«ËW" UëW|…ñUî˛z:ÈË UïUî«;ñ WÑWz Ë Æ

ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ :vfi4W! Wï Ë ¨s|WJ! W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈñWfiîW3 UëW|WÅ:uÖ :vfi4W! ÂWz ¨…ËWz

 ÆW¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! s|WJ!

 v|WÅ:u~:O< :v|…u:OÅ

 ôU8 ¨ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰M  ¨                 W|W¶:|ËUz UO|…ñUî˛ ôU8

 »W3Ëuî UëW|…ñUî˛ WìU8 ˜Wzr‰ ÈñËËœ W¶O!œ ËWz ¨†Wëœ ñU|œ

 :vìU8 :ÈË «ñW§ÑUïM †…;ñWM! ôU8 Ë0WìU8 ˜Wz U<…ËñWÙ Ë Æ

U|WÅ:uÖ UïUçOÄ W¶O!œ ËWz †Wëœ ñU|œ »W3Ëuî U| Èœ UëW|…ñUî˛

 ;d!W¶<«ñUz «ËWz ©ÊU|…œ«;ñ »®   ÈdëW¶<«ñUzOM:v!W3Ëuî :vÅW! ‰WÖœ

 :Èñ…ËW"xË ¨W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :v"ËË;ñ :vJ:Oz U|…ñUî˛ Wïó:O!œ ÆXOMOzbJ:OÄ

UëW|WÅ:uÖ :ÈËËœ U|…ñUî˛ Wïó:O!œ Ë ÆsMOzœñUJ! ÈË :u!     :v|UL:OÙ

 ÆsMOzœñUJ! :ÈË :u!             :v|UL:OÙ Ë W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈñWfiîW3

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈWÅ:u~:O< :v|…u:OÅ  W¶O!œ

 uë Æ                Ë

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈWÅ:u~:O< :v|…u:OÅ

( )�z z x i y≠ = +0z r i= +(cos sin )θ θ

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛  ÆWfiOçM! ÈWÅ:u~O< :v|…u:OÅ ñW< ‰

:v|…u:OÅ :vïó:O!œ Ê«ñU3 „…bMÙ Ë® WO|ñWfiîW3 :v|…u:OÅ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ UMOfiOçï :u! :vO:O< :v|…u:OÅ

 Æ©vï«u"

z i= +2 3 2 ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

 U|…ñUî˛  ÆWfiOçM! v|WÅ:u~:O< :v|…u:OÅ ñW< ‰

 W‡‡‡‡‡ïËu/ v|WÅ:u~:O< :v|…u:OÅ ñW< ‰ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ UMOfiOçï 2
z i== ++2 2 3

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈWÅ:u~:O< :v|…u:OÅz W¶O!œ    Æ

 ÆWJ! :v|…ñUî˛ :v"ËË;ñ UïdëñUî˛WÙ » X<…œ

  ÆWJ!ñUî˛WÙ ÈñWfiîW3 UëW|WÅ:uÖ

:vJ:Oz :vJ:|ñUÇ W¶OÑWëœ       ôU8 vJïuÇ ¨                      ¨

 Æ:vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ ‰

 ñUJOÅ

r x y= + = + ( ) = + = =2 2 2 2
2 2 3 4 12 16 4

tanθ = = =
y

x
2 3

2
3θ ππ= +

3
2 k

z i= +( )4
3 3

cos sinπ π

.2

z x iy= +( )z ≠ 0

θ

z

arg( )z

z x i y r i r r i= + = + = +cos sin (cos sin )θ θ θ θ

π
3

π π
3

2+ n

r x y= +2 2

M z

‰ Ë                  Ë                   vfiOçM! v:OÅœ u" ¨ÈñW< ‰ :v|…u:OÅ WO|;ñWÖWÑ u" WëWÙ

 :vOÙUîËœ

tanθ = y
x

x r= cosθy r= sinθ
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= + +cos cos cos sin sin cos sin sinθ θ θ θ θ θ θ θ′ ′ + ′i i i 2 ′′

cos cos cos sin= θ θ θ′ + i θθ θ θ θ θ′ + ′ − ′isin cos sin sin

cos cos sin sin cos sin sin co= ′ − ′ + ( ′ +θ θ θ θ θ θ θi ss )θ ′

cos( ) sin(= + +θ θ ′ i θθ θ θ θ+ = +′ ′) ( )ei

ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ

  sfiOçïœ È…u:OÅ vÑ »      ¨ÊWëœ ñUë «œ :v|ñUëdO! :Èñ«u! œ s:|ËWzÈ˛WÑWz Ë ¨

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ uë †…œœ :vJ:|;ñ:vÑ Wïó:O!œ ¨sfiOçM!              :v|…u:OÅ ñW< ‰

 :vMOfiOçïÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u!z‰ :v|bï…u|WÄ È…ñU!ñ…œ ÈWJ! ñUO<dÄ u" XO!b:OÇ Æ

 Ë       :vJ:Oz ñWÙ Ë              «ñW§ÑUï Æ

 ø                     Ê«e:OÙ ‰ „…Ë W¶<Ëñœ U|                            WO|bï…u|WÄ ˜Wz :ÈñWz

 ∫vMO*Wfi! È…u:OÅ vç! v:OÅœ u" Ë ¨ åW:OOìW!ò :ÈñUO<dÄ :vÑ :u! í<ñW!

e iiθ θ θ= +cos sin eiθ

eiθ
ei ( )θ θ+ ′

z rei= θ z r i= +(cos sin )θ θ

eiθ ′

e e ei i i( )θ θ θ θ+ =′ ′a a ax y x y+ =

ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u!              W¶O!œ

 Æ                Ë                         :vî…œ

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ

( )z z x i y≠ = +0z rei= θ

r x y= +2 2

           ËWëWÙ :vM¶!Ë WëWÙ Æ Æ               Ë

 Æ             Ë

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ Ë †ËË;ñ :v|UÙW! 5"WHO<

z = 0 z ≥ 0z z z z
1 2 1 2

= z = 0

  ÆWfiOçM! ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ ñW< ‰              W¶:|ËUz U|…ñUî˛

 W‡‡‡‡‡ïËu/ ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ ñW< ‰ W¶:|ËUz U|…ñUî˛ UMOfiOçï 3
z i== 3 −−

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :u! ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅz  W¶O!œ Æ

 ÆWJ! ñUî˛WÙ :ÈñUî˛ :v"ËË;ñ :vJ:Oá¶<…œ ‰

 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÈñWfiîW3 UëW|WÅ:uÖ

‰ «œ :ÈñUÇ :vJ:|ñUÇ œ W¶OÑWëœ       ôU8 vJïuÇ                         ¨

  Æ:vïU":uÄ :v¶8W"ËË;ñ

 ñUJOÅ

r x y= + = ( ) + = + = =2 2 2 23 1 3 1 4 2

tanθ = = −y

x
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3
θ ππ= − +

6
2 k

z e
i
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2 6
π

M z
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ê

z
z

z

z
1

2

1

2
=

Oz z z z
1 2 1 2

+ ≤ + z z= − =z z

CGÜ

êO

arg arg argz z z z k1 2 1 2
2( ) = ( ) + ( ) + π

arg argz n z kn( ) = ( ) + 2 π

arg arg arg
z

z
z z k1

2
1 2

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ( ) − ( ) + π

arg arg1 2
z

z k( ) = − ( ) + π

tanθ = y
x

e e i ii iθ θ θ θ θ θ′ ′ ′= + +(cos sin )(cos sin )
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 ÆWfiOçM! ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ ñW< ‰                 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.3z = –2 + 2 i



 ÆWJ! ñUî˛WÙ W¶:|ËUz UëW|…ñUî˛ ñWÙ :u! ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ Ë †ËË;ñ :v|UÙW!

 ÆWJ! ñUî˛WÙ           Ë             ˛ vJ:Oz ñWÙ :v|UÙW! vÅUÄsin 7
12

π

ôU8

 :v|d:|bÑUÇ

.4

  ÆWJ! ñU|œ W¶|ËUz UëW|…ñUî˛ ñWÙ :u! ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ Ë †ËË;ñ :v|UÙW!
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 W‡‡‡‡‡ïËu/ ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ Ë †ËË;ñ :v|UÙW! s:O"WHO< UïUMOzñUJ! 4

 ÆWJ!ñUî˛WÙ :vëW|…ñUî˛ ñWÙ :u! †ËË;ñ :v|UÙW!

  ÆWJ!ñUî˛WÙ :vëW|…ñUî˛ ñWÙ :u! ÈñWfiîW3 U|WÅ:uÖ
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 Æ«b:|ñUÇ :vJ:|ñUÇ œ W¶OÑWëœ    ôU8 vJïuÇ
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 ñUJOÅ
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 :v|d:|bÑUÇ
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+
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 «Ë«dM:O*W< ˜ËËœ ‰De Moivre ∫Uº:OÑ
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 ÊU|…ñUî˛ ËËœñWÙ :u! ÈñWfiîW3 :v|…u:OÅ UïUMOzñUJ! ¨vfiOçM!           U|WA:OëËUÙ WëWÙz Ë1:Èœ
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 ñUJOÅ
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 ZïUîñUz

•s:O|…ñUî˛ ñW< ‰ Ê«ñ«œdë

Ê:Ë;ñ :v|…“«bïWz » W¶:|ËUz

 ÆÊWëœ

•v|…“«bïWz Uë…ñUO<dÄ

UïUMOzñUJ! ÊWëœ ñUJOÅ

 ÆW¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

 …“«bïWz Ë W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛

Complex Numbers and Geometry

 W‡‡‡‡‡ïËu/ :vïUA:Oë«;ñ :È;d!W¶<«;ñUz UïdëñU|œ 1

:u!       :ÈËWz :vïUA:Oë«;ñ :È;d!W¶<«;ñUz              ñWëWÙ

  :Èœ X|;ñ:uÙuÖœuë †Wëœ ñU|œ :ÈË WÑWz Ë

 Ë Æ

 W¶O!œ               :È;d!W¶<«;ñUz Æ

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ôU8 :ÈËWz :vïUA:Oë«;ñ :È;d!W¶<«;ñUz

  W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ôU8 :u! X|;ñ:uÙuÖœ  ÆWJ!ñU|œ
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 Æ:v|Wï«Ë :vÑ ‰ v! :vÑ Èd:Oã :Èœ u"  Æ:Èd!W3 » v|…“«bïWz s:O|…ñU! UM|;d!ñ…œ :u! †…œœ
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Vocabulary

 :vìU8 U|…ñUî˛

Affix of the point

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ ôU8

 Point of the complex number

 È;d!W¶<«;ñUz U|…ñUî˛

Affix of the vector

 W¶:|ËUz U|…ñUî˛ :È;d!W¶<«;ñUz

 Vector of the  complex number

 W¶:|ËUz :v|…u:OÅComplex form

 W¶:|ËUz s:O|…ñUî˛ UïdJî:uë :u! v|…“«bïWz UïdJï:Ë;ñ
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sin2 x + cos2 x = 1 {

sin (x + y) = sin x cos x + cos x sin x

sin (–x) = – sin x , cos (–x) = – cos  x, tan (–x) = – tan  x

sin (     – x) = cos x,  cos (     – x) = sin x

sin ( π – x) = sin x,  cos ( π – x) = – cos x

π
2

sin (x – y) = sin x cos x – cos x sin x

cos (x + y) = cos x cos x – sin x sin x

cos (x – y) = cos x cos x + sin x sin x

sin 2x = 2 sin x cos x

cos 2x = cos2 x – sin2 x

sin2 x =    ( 1 – cos 2x )

cos2 x =    ( 1 + cos 2x )

= 1 – sin2 x

= cos2 x – 1

tan x = 
sin x
cos x

sin2 x = 1 – cos2 x

cos2 x = 1 – sin2 x
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