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 Æ:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë » :vïËu§"dÄ
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 ø…bïWÇ v¶<«;ñWÑUï ˛ d"…b:|“ s:O|«b:OÄ Ê«Ë :u! ÈœW< U|…ó:|ñ ø…bïWÇ

.2s:O|«b:OÄ Ê«Ë :u! ÈœW< U|…ó:|ñ ¨…d:Oî˛WN! v¶<«;ñWÑUï ˛ d¶L:Oë s:O|«b:OÄ ôWî:uë :v¶<«;ñWÑUï

 ø…bïWÇ Ëu! :v¶<«;ñWÑUï vÑWz ˛ d¶L:Oë
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 ø…bïWÇ v|uï :v¶<«;ñWÑUï vÑWz ˛ d"…b:|“
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 Æ…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ v|W¶A8 s:O|«b:OÄ ôWî:uë :u! vJ:|ñ«uÇ :v|«œËWî

 U|WïËuLï œ dÖ;ñWÄ :v|UN! UïËu!WÙ :vOÅœ u" :ÈñWz1 øÈWJ§ïËËñ «œ

«œ ÊUO|«b:OÄ UëWìWî:uë œ ÊUO|UN! UïËu§"dÄ UOï«ËUÇ WO:OïdJïËË;ñ vëW|WM:|Ë vK:O§L< UïdJïËË;ñ

 U|WïËuLï s:O|«b:OÄ ôWî:uë :u! WOOKO§L< UïdJïËË;ñ :Èñ«u8 ‰ :vÑWz ¨†WëœñU|œ1Æ:È

Ë UN! s|d¶ï“Wî ∫XO!œñU|œ v|…ñUîUz s:O|UN! ZM:OÄ » vKO§L< UïdJïËË;ñ uë :Èb! u8 :ÈñW!

 Æ:v:O< :vJ:|ñ«uÇ Ë :vJ:Oz vJ:|ñ«uÇ Ë X<«;ñWÑUï Ë UN! s|d¶ëËuâ!

 «b:OìWî:uë œ ÊUO|«b:OÄ U|…ñUî˛17                 uJïUz :vÙWï :v|UN! W¶O!œ X<«;ñWÑUï «;ñËWì ¨W¶ë UëW|…ñUî˛ ËWz ¨

vJïuÇ ¨     ¨     ¨     ¨     ¨     ¨     ¨     ¨      ôWî:uë :v¶<«;ñWÑUï W¶O!œ :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ ¨

 W"Ëu3 ÊUÑWz U|…ñUî˛(8):v|«;dJ:O" W¶O!œ ©d¶ëËuâ! UçOï :v¶<«;ñWÑ Uï ® :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ «;ñËWì

 uJïUz «b:O¶<«;ñWÑUïœ WMÑWëœ s:O|UN! ËËœñWÙ Ê«ËWz57 Ë65vëW8…ñ ‰                             ¨uJïUz

ÊUO|«b:OÄ Ê«Ë U|…ñUî˛ Ë Æ       ¨       ¨     ¨     ¨     ¨     ¨     ¨       WM!œ d¶ï“Wî UçOï Æs:O|«b:OÄ Èœ

 W"Ëu3 U<…ËñWÙ(8)s:O|UN! ËËœñWÙ Ê«ËWz :v|«dJ:O" W¶O!œ :vìWîuë :vÑWz :v¶<«;ñWÑUï «ñËWì ¨

  uJïUz «b:O¶<«;ñWÑUï œ WMÑWëœ88 Ë98 Æ                              ¨

 W¶O!œ UN! s|d¶ï“Wî155 W¶O!œ UN! s|d¶ëËuâ! Ë50:v|«œËWî Ë                            W¶O!œ «œËWî

 ∫ÈWJ!W¶8:uÄ :Èñ«u8 ‰ :v|…u:OÅ ñW< ‰ v¶AÙW~:OÄ «ËWz v:OÅœ u"œ                      W¶O!œ :vJ:|ñ«uÇ

 Æ                                                     …;d:OîóN! WïUÑWz ¨dÖ;ñWÄ :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u!

 ˛ XO!d¶L:Oë WMOï „W|UN!13 W|WÙ UN! p:Oz :vì ¨(155) ˛ …d¶ï“Wî141:vJ:Oz :ÈËWz WÑWz ¨

 È˛ËWz W|WÙ dÖñWÄ :v|UN! p:Oz uë †WëœñU|œ155 Æ

 Ë

   …b§ìËWÙ

dÖWM8…;ñ UïdëñeÙ

Q2 72==50 51 53 57 65 66 69 70

155 77 82 88 88 98 107112

Q1
57 65

2 61== ==++

Q3
88 98

2 93== ==++

155 50 105−− ==

93 61 32−− ==

50 51 53 57 65 66 69 70 72 77 82 88 88 98 107 112 155

:v:O< :vJ|ñ«uÇ X<«;ñWÑUï

 «œËWî

:vJ:Oz :vJ|ñ«uÇ  UN! d¶ï“Wî UN! d¶ëËuâ!

IQR == 32

105 ==

ÜQ IQR1 1 5−− ××.Q IQR3 1 5++ ××.

Q IQR3 1 5 93 1 5 32 141++ ×× == ++ ×× ==. . Q IQR1 1 5 61 1 5 32 13−− ×× == −− ×× ==. .

47931342353724343150

1133362813525760697883
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UN! s|d¶ï“WîUN! s|d¶ëËuâ! X<«;ñWÑUï

«œËWî



ı ¨…d:Oî˛WN! ˜ô:u< Ë ñUMÇñW< UÙW~MOÑUÙ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ s:O|«;dJ:O" :v| vJ:|ñ«uÇ :v|«œËWî

 øÊU|UN! ËËœñWÙ˛ XOÑWëœ W" X<…b!

   …b§ìËWÙ

 øXM:|uïœ ÊUO|«b:OÄ ˛        vKO§L< UïdJïËË;ñ :vÅW! óOë dÖWM8…;ñ UïdëñeÙ

u8 Uç<ñW! øXO! q:O§L< :v:O! øXO!WÙ :vM¶! q:O§L< p:Oz vKO§L< UïdJïËË;ñ XO!b:OÇ :ÈñWz

 øWJ§ïËË;ñ

«dÖWM8…;ñ UïdëñeÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ uë †WëœñU|œ :vÑôËu< UïdJïËË;ñ ‰ Êö:O§L< ËËœñWÙ Ë :v|WA:Oëô UïËu!ó:|ñœ

:ÈË U|WA:Oëô uë ñUMÇñW< UÙW~MOÑUÙ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ ˛ s|;ñ:uÙuÖ W¶:OÙœ d¶Ä :vÑôËu< UÙW~MOÑUÙ

uë †WëœñU|œ vK:O§L< s:OïdJïËË;ñ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì ÈœË«ñW! ÆWM|Ëu!ó:|ñœ d¶L:Oë q:O§L< ËËœñWÙ Ë

:vOîñWÖ s:O|WKÄ :v|«dJ:O" s|d¶îdï ˛ …d"bMK! ¨˜ôËu< UÙW~MOÑUÙ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ :v|«dJ:O" s|d¶îeï

:v|«dJ:O" s|d"bMK! ˛ …d¶L:Oë ˜ôËu< UÙW~MOÑUÙ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ :v|«;dJ:O" s|d"bMK! Ë ñUMÇñW< ‰

 ÆñUMÇñW< UÙW~MOÑUÙ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ

:vOîñWÖ s:O|WKÄ s:O|«;dJ:O" :u! vKO§L< UïdJïËË;ñ ¨v"UÙ :v|Wï«Ë UJOá¶<…œ ‰U| WïËuLï :u! Êbï«;ñWÖ WÑ

ËËœñWÙ UïUMOzñUJ! vÅUÄ ¨WA:OJ! ñUMÇñW<Ë ˜ô:u<  ÊUÙW~MOÑUÙ ËËœñWÙ˛ p:OzñWÙ :u!

 ÆWJ! ÊôWî:uë ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì :v|œñË«ñW! Ë vK:OL< s:OïdJïËË;ñ

:vëWìWî:uë ñWÙ :u! ÊU|UN! ZM:OÄ ñWÙ :vJ:Oá¶<…œ ‰

 ∫sÑWë W" X<…b! :Èœ :Èñ«u8 ‰ s:OîUºïWz ˜Wz …;d:Oî˛WN!

 ÆWA:OJ! :vëW|W˘Wî:uë ñWÙ :u! vK:O§L< UïdJïËË;ñ vÅUÄ

50%

 vK:O§L< UïdJïËË;ñ UïdJ¶<Ëñœ s:OÑU~M:OÄ

 ˜ôËu< ñUMÇñW<

Ë :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ Ë v¶<«;ñWÑUï UM"ñUî˛WÙ Ë ñËË˛ ˜…ñW! ÊU|UN! Uïdëe|;ñ

  Æ:v:O< :vJ:|ñ«uÇ

 ˜U~M:OÄ1

«b:O" d¶ëËuâ! Ë d¶ï“Wî ÊU|UN! ËËœñWÙ uë ÊU|…ñUî˛ :Èñ…ËW" UïdëWM:|Ë

 Æs! ÈdëñU|œ

 ˜U~M:OÄ2

 ÆXO! Èdëó:|ñœU|      :v|UN! :u!     :v|UN!˛ :vëW|WA:Oëô UïdëWM:|Ë  ˜U~M:OÄ3

Æv¶<«ñWÑUï pMì †Wëœ ‘W!«œ :v|WA:Oëô :ÈËWz vëWK:OÙ W¶<«ñ WÇñUÄ UïdëWM:|Ë  ˜U~M:OÄ4

¨UN! s|d¶ëËuâ! U"WÙ XO! dëó:|ñœ     ˛ v|:u<Uz vëWK:OÙ W¶<«ñ WÇñUÄ UïdëWM:|Ë

UïdëWM:|Ë vÅUÄ ¨UN! s|d¶ëËuâ! pMì ÊËu¶< vëWK:OÙ W¶<«ñ WÇñUÄ UïdëWM:|Ë Ë

Ë UN! s|d¶ï“Wî U"WÙ XO!œ dë ó:|ñœ      ˛ v|:u<Uz vëWK:OÙ W¶<«ñ WÇñUÄ

 ÆUN! s|d¶ï“Wî pMì ÊËu¶< vëWK:OÙ W¶<«ñ WÇñUÄ UïdëWM:|Ë

 ˜U~M:OÄ5

Q1

Q1

Q3

Q3

     ñUJOÅ23 32.

29 15.
31 26.
32 70.

25 35.
14 35.

27 36.
34 34.
37 06.

20 15.

 UN! s|d¶ëËuâ!

:vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ

 X<«;ñWÑUï

 UN! s|d¶ï“Wî

 :v:O< :vJ:|ñ«uÇ

 U|Wï«Ë5 1-1

ñUMÇñW< UÙW~MOÑUÙ

˜ôËu< UÙW~MOÑUÙ



 «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2 ø ÊUO|«b:OÄ  UëWìWî:uë v|…ñU!ñ…œ †WëœñU|œ W" :u! ı vKO§L< UïdJïËË;ñ

1UëWìWî:uë ‰ :v:O< vJ:|ñ«uÇË :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ Ë v¶<«;ñWÑUï UïdëñUî˛WÙ «ñW§ÑUï ‰ :v|“«ËUO3

20  UëWìWî:uë ‰ Ë v|UN!15 ÆWJ!ñU|œ v|UN!

3 p:OzñWÙ :v¶<«;ñWÑ>Uï uë WJ§¶<Ëñœ ÊUO|«b:OÄ s:OìWî:uë ËËœ7:vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ Ë s:O!

 ÆXO!               :v:O< :vJ:|ñ«uÇË

 ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ

5∫ÊËu§îuë:u! †WëœñU|œ ÈœW< U|…ó:|;ñ ñW§î«ñW! :v|W¶A8

  ‰ v¶ãWJA:OÄ s:O"ü…Ë „…bMÙ ‰ ÊWëœñUë sO"…dãUz

 s:OìU<ËËœñWÙ1980 Ë1992 Æ

  ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

Ë :vJ:Oz :vJ|ñ«uÇ Ë X<«;ñWÑUï Ë UN! s|d¶ï“Wî Ë UN! s|d¶ëËuâ! ¨ÊUO|«b:OÄ UëWìWî:uë ñWÙ :u!

ñWÙ :u! vKO§L< UïdJïËË;ñ vÅUÄ ¨…d:Oî˛WN! :vJ|ñ«uÇ :v|«œËWî Ë «œËWî Ë :v:O< :vJ|ñ«uÇ

 ÆWJ!WM:|Ë :vëWìWî:uë

6. �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ���56 49 42 44 50 51 44 54 51 660 59 48 56 45 42��� ���� ���� ��� ���

Q1 5==

Q3 11==

Æ ÊUïdJïËË;ñ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì WJ! :v|œñË«ñW!

     ¨       ¨         ¨       ¨        ¨         ¨   ¨      ¨      ¨       ¨       ¨        ¨       ¨       ¨

7. �� �� �� ��� ��� ��� ��� ���14 86 27 93 77 22 78 50 22       ¨      ¨      ¨       ¨       ¨        ¨        ¨       ¨

88 ¨2 ¨8 ¨2 ¨8 ¨3 ¨2 ¨2 Æ

:v:O< vJ|ñ«uÇË ÂWëW| :vJ|ñ«uÇ Ë :v¶<«;ñWÑUï

 Æ…d:Oî˛WN! :vëWìU<ñWÙ s:O|«b:OÄ :u!

:vëWìU< ñWÙ s:O|«b:OÄ :u! vKO§L< UïdJïËË;ñ

 ÆWA:OJ!

GC

Ü

ê

19801992
36 4.

39 5.
38 0.
38 4.
45 2.
40 4.
42 4.

39 7.
42 1.

43 8.
42 0.
40 5.
48 3.
44 9.
45 7.

45 5.
 UOì«d¶<uz

 «œWïWë

 Ufiï…ñWã

 ÊU!U|

 b|u<

 UOïU¶|ñW!

 ÊUë…u"d~ëW| W"üË

 UOïUL˘Wz

 †ô…Ë

4 ÁW~M|˛ s:O|ó:|ñœ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A824˛ ÈdëñU|œ vë…ñ:u3 ˛ ©ñW¶LOKî »®Ê«ñ…Ë…bM|“

 Æ†WëœñU|œ Ê«ñ…Ë…bM|“

28 30 38 34 36 31 28 25

32 34 27 29 30 26 33 35

29 38 31 25 29 31 25 37

Ë :v:O< vJ:|ñ«uÇË :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ Ë X<«;ñWÑUï Ë UN! s|d¶ï“Wî Ë UN! s|d¶ëËuâ!

 Æ…d:Oî˛WN! ÊUO|«b:OÄ ÊUÑWz :u! :vJ:|ñ«uÇ :v|«œËWî Ë «œËWî

 ÆWJ!ñU|œ Ëu!WÙ «b:OìWî:uë ˜Uïœ WëWÙ …;ñW~! dÖ;ñWÄ :v|UN! í|Ëœ ‰

GC

Ü
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3WMO!ñUJ! vK:O§L< s:OïdJïËË;ñ :̈vëWïËuî“Wz Uï«bîUºïWz » ÊËu!«;ñ ÊUO!U"uè s:OìWî:uë

 ˛ Ê«ñUO<dÄ Uï«bç<ñW!:u!9 U"WÙ12 Æ

9 øËu!WÙ Ê“Wî s:O|…dLï s|d"bMK! :vìWî:uë óOë

10 øËu!WÙ «œËWî s|d¶ï“Wî :vìWî:uë óOë

11 øËu!WÙ X<«;ñWÑUï :vìWî:uë óOë

12 øËu!WÙ vJ:|ñ«uÇ :v|«œËWî s|d¶ï“Wî :vìWî:uë óOë

13 s:O|ó:|ñœ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A824» Ê«ñ…Ë…bM|“ ˛ ÈdëñU|œ vë…ñ:u3 ˛ Ê«ñ…Ë…bM|“

 Æ†WëœñU|œ Ê«d"WLO¶ïU<

Ë :v:O< :vJ:|ñ«uÇ Ë :vJ:Oz :vJ:|ñ«uÇ Ë X<«;ñWÑUï Ë UN! s|d¶ëËuâ! Ë UN! s|d¶ï“Wî

 ÆWJ!ñU|œ ÊUO|«b:OÄ Ê«Ë :u! vJ:|ñ«uÇ :v|«œËWî

Ê«ËWz Ëu! :vìW! W"Uç<ñW! WëWÙ øX|dÖœ WÑ:u‹! dÖ;ñWÄ s:O|UN! WìWî:uë ËWz :ÈñWz

 øWJ!ñU|œ ÊU|UN!

GC

Ü

2 5.2 8.3 1.3 6.3 4.3 8.3 0.2 8.3 5.3 3.2 6.3 0.

2 9.2 7.3 4.3 2.3 7.2 5.3 1.2 9.2 5.3 1.3 8.2 9.

 Æ…d:Oî˛WN! ÊU|«b:OÄ ÊUÑWz :u! ËU! Ë X<«;ñWÑUï2 ¨16 ¨4 ¨11 ¨14 ¨8 ¨17 ¨19 ¨13 ¨19 ¨9 ¨15¨

8 ¨13 ¨17 Æ

 ‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

14

 Æ…d:Oî˛WN! ÊU|«b:OÄ ÊUÑWz :u! ÈWïUçOÄ Uï«œô Ë «œËWî12 ¨73 ¨11 ¨96 ¨45 ¨21 ¨16 ¨98 ¨13 Æ 15

g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

W"UÙ :vëWì:uÄ ñWÙ ‰ s"«ó§ìWÙ¨WO:|œ“«ËËœ ô:uÄ ‰ d:OKÅ :ÈË UJÅu8 Ë WO:|œ“U| ô:uÄ ‰ s|dOÅ

:Èd:OKÅ :ÈË UJÅu8Ë :vM|dÅ Uïœñ«ó§˘WÙ «ñWÖWz :̈vì:uÄ :ÈñWïËuï UïdJ|ñU|œ :u! Ê«œUºïWz

 WëWÙ ¨…bïWÇ30 Ë :Èœ“U| ô:uÄ ‰ v!U"uè25  øs!WÙ :Èœ“«Ëœ ô:uÄ ‰ v!U"uè

16

 U|Wï«Ë7 1-1

 WìWî:uë1

 WìWî:uë2

 WìWî:uë3

XO! W" «dO! ‰

 ˛ p:OzñWÙ WëWÙA ËBËËœ

«bOëWî…ñWÙ UëWïdJOèU"œ s!Ë«œËË;ñ

 :Èœ :vJMOÙA ¨Bs:Oï«œËË;ñ ËËœ

 :vî…œ ‰ s!«œu3

 Ë

 WëWÙA ¨B    :̈Èœ s!Wï«œu3

�P(A   B) = P(A) + P(B)

�

P(A   B) = ø

�

�P(A   B)=P(A)+P(B)+P(A   B)



 Uï«œËË;ñ «ñWÖWz UïdëñU|œ » v"UÑb¶:OÄ W" vëWî…;ñWÙ s:OïdJOèU" „WìWÖ ‰AÈœ UëWï«œËË;ñ :vî…œ ‰ W|WÙ

BW¶O!«œu8 :v~ï…œ ÈËWz Êœñ«ó§˘WÙ W¶O§"UÙ vëWî…;ñWÙ » „W<Wë uë vï«e! u" vë…Ë ¨Ê«œËËñ W¶O§"UÙ

 U|W¶fiOì725 WëWÙ ¨XO! :vOïULOK< UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ËWzB˛ Êœñ«ó§˘WÙ WO"UÙ :v<Wë ËWz ®® Uï«œËË;ñ

 Ë ©©XO! :vOïUL:OK< UÙWÖe:|ñUÄA U|W¶fiOì W¶O!«œ u8 :v~ï…œ X:O§O<Wë ÈËWz ®®725:Èñ«u! ‰ s:|ËWz ¨©©

  Uï«œËËñ UïUMOzWç¶<…œ » UM|;d!ñ…œ :u! sMOzœñUJ!                  UMOfiOçï ÊWëœñUë :v|ñUëdO!Asï«e! WëWÙ

 Uï«œËËñ uëB Æv3ñWî «ñWÖWz :ÈñWÖWz :vÑ Wïó:O!œ Ë ¨Ê«œËËñ WO"UÙ U|

 ZïUîñUz

•:vëWï«œËË;ñ «ñWÖWz UM"ñUî˛WÙ

UëWï«œËË;ñ uë WëWÙ sOï«e!

 ÆXO!«œËË;ñ Èœ

•U|:u8W!ñW< :v3ñWî UïdëñU|œ

 ÆÈË UïUMOzñUJ! Ë ÊUï«œËËñ ËËœ

•«ñWÖWz U|U<U| UïdëñU|œ

 Æ :ÈË UïUMOzñUJ! Ë dJ¶AÖ

  ˜«ñ«“

Vocabulary

 v3ñWî «ñWÖWz

 :u8W!ñW< s:|ñWÖWz

 d~¶AÖ «ñWÖWz

 U|Wï«Ë

22
s:OÅœ v|ñUOî«;ñ s:|ñWëWÑË;dOÅ

Ë vã«dÖ:uL|œ s:O|«b:OÄ » s! X<W§¶AÄ

s:OîUºïWz UïdJOMO§A:OÄ :u! Ê«ñWÖWz

 ÆÊUM"ñ«ó§˘WÙ

 øvÇ:u!

Conditional and Total Probabilities

Conditional probability

Independent events

Total Probability

 v3ñWî «ñWÖWz

P A B( / )

  «ñWÖWz U|W<UM:OÄ

 WëWÙAËB Ê«œËËñ :u! v3ñWî «ñWÖWz ¨                 Ë ¨vëWî…ñWÙ UëWïdJOèU" ‰ s! Ê«œËË;ñ ËËœA

 uë sï«e! WëWÙB ÆW¶O!œ Ê«œËËñ WO"UÙ U|

 Uï«œË;ñ «ñWÖWz ∫Êbï«u8W¶OÙœ v|…u:OÅ vÑWz W!               :v|UL:OÙA WëWÙB ÆXO!«œËË;ñ

P A B
P A B

P B
( / )

( )
( )

==
∩∩

P A B( / )

P B( ) ≠≠ 0

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1 „Wëd|u"10 ˛ WM|dJ<ËËuï…;ñ Ë ¨WïWÙ «b:O" ñ:u< s:O|:uÖ1 U"WÙ10 Ë ¨5Ë WïWÙ «bO" 5Å s:O|:uÖ

 ˛ Xë s:O|…ñUî˛ » WM|dJ<Ëuï…;ñ1 U"WÙ9W|:uÖ ËWz «ñWÖWz ÆÊUA:Oë«;ñ W"UÙ vëd|u" ˛ „W|:uÖ Æ

 …ñUî˛ «d~ìWÙ9 ø…ñ:u< U|W|uÖ ËWz vï«e! WëWÙ …bïWÇ XO!

 ∫ W¶O!œ :v|:uÖ UïUA:Oë«;ñ :vî…œ ‰ Ê«ñWÖWz :v|UÅ:u!

 Uï«œËË;ñB∫ W|WÑWz ©©ñËu< W|:uÖ®®

 Uï«œËË;ñA …ñUî˛ «d~ìWÙ uÖ®®9 W|WÑWz … ©©

.

     ñUJOÅ

10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, 9, 7, 5, 3, 1, }{

10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, }{

9 9 }{.

 W¶O!œ            Uï«œËË;ñ :vì9 }{.

 d~¶AÖ «ñWÖWz Ë v3ñWî «ñWÖWz

 U|Wï«Ë 82-1

,
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                      Ë                  ∫uë XO!œñU|œ Èñ:u! «ËWz ˛P Ë

 U|…ñUî˛ «d~ìWÙ W|:uÖ ËWz «ñWÖWz ¨Uº:OÑ9Æ                         W¶O!œ …ñ:u< U|ËWz sOï«e! WëWÙ XO!

Ê«ñWÖWz :v|UÅ:u! ¨…ñ:u< U| v|UA:Oë«;ñ U|:uÖ :v3ñWî uë :vJ:Oz :ÈËWz W|…b!u8 :ÈñW! X:OÑœ

 Æ W|Ëu!Ë X|ñ:uÙuÖœ

P B( ) == 10
15

A B( )∩∩ == 1
15

P A B
P B

P A B
( / )

( )
( )

==
∩∩

== ==

1
15
10
15

1
10

P A B( / ) == 1
10

10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, }{

 Uï«œËË;ñ ËA …ñUî˛ «d~ìWÙ :vëW|:uÖ UïUA:Oë«;ñ®® W|Ëu!9 vëWëd|u" ˛ ©©XO!10Ë s!WÙ «b:O" :uÖ

 ˛ s! ÈdJ<Ëuï…ñœ1 U"WÙ10 Uï«œËË;ñ UM"UÙ «ñWÖWz :uë †WëœñU|œ :ÈbïWÇ :ÈË È˛WÑWzA  WëWÙBW¶O!œ

 U|…ñUî˛ U|:uÖ UM"ñ«ó§˘WÙ «ñWÖWz9 ˜Uï ˛10 ˛ ÊU|…ñUî˛ s:|d~ìWÙ s:O|:uÖ1 U"WÙ10 Æ      uJïUz ¨s!
1

10

 vëWëd|u"10 ˛ WM|dJ<Ëuï…;ñ Ë WïWÙ «b:O" ñ:u< s:O|:uÖ1 U"WÙ10 Ë5Ë WïWÙ «b:O" s:OÅ s:O|:uÖ

 ˛ WM|dJ<Ëuï…ñ1 U"WÙ9W|:uÖ ËWz :ÈbïWÇ :ÈË «ñWÖWz ¨ÊUAOë«;ñ W"UÙ vëd|u" ÈËWz ˛ „W|:uÖ Æ

 …ñUî˛ «d~ìWÙ3 øWMOÅU| W|:uÖ ËWz vï«e! WëWÙ ¨

   …b§ìËWÙ

 UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ñ…b~ï…œ «ñWÖWz5vëd:|ó!ñW! W¶O!«œ :u8 :v~ï…œ ÈËWz vï«e! WëWÙ ¨…bïWÇ XO!

Ævë…ñW<Wï

 UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ñ…b~ï…œ «ñWÖWz1 Èd:|ó!ñW! W¶O!«œ :u8 :v~ï…œ Ë XO!1 Æ…d:Oî˛WN!

   …b§ìËWÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2©Ê«ñ«eÙ »® ÊU~ï…œ UïdJÑôW! ñW§î«ñW! :v|W¶A8

 ñW< ‰5UM"ñ«ó§˘WÙ :u! vëW"ô…Ë s:OÙWÖe:|ñUÄ

 :Èd:|ó!ñW! †WëœñU|œ :vO"Uë:ËñW<1 :Èd:|ó!ñW! Ë2

 ÆWMOë…ñW< :Èd:|ó!ñW! ËËœ

ÁWÖe:|ñUÄ Ë«ñu:O˘UÄ1 Ë«ñu:O˘UÄ2 Èœ s:O|

1
2
3
4
5

581
345
349
260
148

472
336
207
210
197

5
4
3
3
5

 :Èd:|ó!ñW! W¶O!«œ u8 :v~ï…œ „…ñ…b~ï…œ «ñWÖWz1 UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ËWz vï«e! WëWÙ ¨3 øW|

 UÙWÖe:|ñUÄ ˛ „…ñ…b~ï…œ «ñWÖWz2 :Èd:|ó!ñW! W¶O!«œ u8 v~ï…œ Ë XO!2 ø…bïWÇ

GC

Ü

 WëWÙA :Èd:|ó!ñW! W¶O!«œ @ï…œ®® Uï«œËË;ñ1 Ë ©©B UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ñ…b~ï…œ®® Uï«œËËñ3©©XO!

 Uï«œËË;ñ «ñWÖWz UM"ñUî˛WÙ W¶O!œ È“«u8«œA Uï«œËËñ vï«e! WëWÙ ¨B∫v|«œËËñ U|

 WëWÙA UÙWÖe:|ñUÄ ˛ ñ…b~ï…œ®® Uï«œËË;ñ2 Ë ©©XO!B :Èd:|ó!ñW! W¶O!«œ @ï…œ®®2È ©©

 Æ         Uï«œËË;ñ «ñWÖWz UM"ñUî˛WÙ W¶O!œ È“«u8«œ

   :vì

 ¨Uº:OÑ

GC

Ü

GC

Ü

   ñUJOÅ

P A B( / ) .== ≈≈349
559

0 624

A B∩∩

P A B P A B P B∩∩(( )) == ××( / ) ( )

P A B( / ) == 336
1422

P B( ) == 1422
3125

P A B( ) .∩∩ == ×× ≈≈1422
3125

336
1422 0 108

 U|Wï«Ë9 2-1



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3ËWz «ñWÖWz ¨ñ…“ Ë ñËu< :̈Èñ«“ s:OëñW! ËËœ Uï«bìWÙ ‰ vëWî…ñWÙ UïdJOèU" WM:|dëWÑ ÂWz WëWÙ

 ø…d:Oî˛WN! s! †Ëu3 œ Ê«ñ«“ ËËœñWÙ ñW< ‰ s!œñU|œ s:O|…ñUî˛ ËËœñWÙ

 WëWÙA Ë  XO!©©ñ:u< Ê«ñ«“ ñW< ‰ †Ëu3 UëW|…ñUî˛ UïËu!ñU|œ®® Uï«œËË;ñBUïËu!ñU|œ®® Uï«œËË;ñ

 ¨                             :Èœ XO! ©©…ñ…“ «ñ«“ ñW< ‰ †Ëu3 UëW|…ñUî˛

:Èœ ¨Wï:u8W!ñW< œ Ê«œËËñ ËËœñWÙ ËWz vJïuÇ

 Uï«œËË;ñ «ñWÖWz ¨XO! ñ…“ U| Èœ U| Ë ñ:u< U| Ê«Ë˛ p:Oz ¨Ê«bìWÙ :Èñ«“ s:OëñW!ËËœ W" WëWÙA

Uï«œËË;ñ UM"UÙ ñW< ‰ †WëUï :vïdJ:O"ñUë ©©ñ:u< «ñ«“ :vëñW! ñW< ‰ †Ëu3 UëW|…ñUî˛ UïËu!ñU|œ®®

Bs:OïË«œËË;ñ ËËœ ËWz :̈ÈË UM"UÙ Wï ÊU| ©©ñ…“ «ñ«“ :vëñW! ñW< ‰ †Ëu3 UëW|…ñUî˛ UïËu!ñU|œ®®

 ÆWï:u8W!ñW<

 WëWÙA ËB Ë                                 :Èœ ¨s!:u8W!ñW< s:Oï«œËËñ ËËœ

s:O|…ñUî˛ ËËœ ñWÙ Ê«ËWz :vîW3ñW< «ñWÖWz ¨5Å Ë ñ:u< ¨Ê«bìWÙ :Èñ«“ s:OëñW! ËËœ È“U§:|;ñ

 sO|Ëu!ñU|œ8ÈWJ§8U< vîUºïWz v:OÅœ u" øW"Ëu3 WîW3ñW< ËWz vï«e! WëWÙ ¨…d:Oî˛WN! XO!

:ÈË s:O|Wï«œ «ñUî˛ Ë ÈWJ! sOMJAÄ vëWî…;ñWÙ UïdJOèU" :vÑ :u! Ê«ñWÖWz :v|UÅ:u! u" WëWÙ

¨Èœ vëW8…ñ ‰ Èd:Oî˛WN! ÊWëb8U< ¨          Uï«œËËñ s:O|Wï«œ Ê«Ë «ñUî˛ Ë ¨vëW8…ñ ‰ Èd:Oî˛WN!

 ÆÈWJ! X<Ëñœ :vJ:Oz U| :u! :ÈËËœ U|…ó:|;ñ Ë

   …b§ìËWÙ

   ñUJOÅ

 :u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ

 :u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ U|W<UM:OÄ

 s:Oï«œËË;ñ ËËœ Wïó:O!œA ËBUM"UÙ «ñWÖWz WëWÙ :̈u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ vëWî…;ñWÙ UëWïdJOèU" ‰

∫WëWÙ uJïUz :̈ÈËËœ U| UM"UÙWï ñW< ‰ ÊU| :ÈËËœ U| UM"UÙ ñW< ‰ XO!Wï ÊdJO"ñUë Ê«Ë ˛ :vJ:Oz

 Æ                                 ËP B A P B( / ) ( )== P A B P A( / ) ( )==

  ÊUï«œËË;ñ ËËœ UïËu!:u8W!ñW< :v3ñWî

 s:Oï«œËË;ñ ËËœA ËB WëWÙ u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ WM! :Èœ vëWî…;ñWÙ UëWïdJOèU" ‰

 Æ

P A B P A( / ) ( )==

 ÊU| P A P A B P A B
P B

( ) ( / ) ( )
( )== == ∩∩P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ××

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ××

P A P B( ) ( )== == 1
2

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ×× == ×× ==1
2

1
2

1
4

A B∩∩

1

1

1

1

1

1

1 1 2

2 2 2

2

2

2

2

1 3

3

3

3

3

3

3

4

5

6

3

4

5

6

2

3

4

5

6

1

2

3

4

4

4

4

4

4

4
5
6

1

2

3

4

5

5

5

5

5

5

56

1

2

3

4

5
6

6

6

6

6

6

6

 U|Wï«Ë 102-1



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4 p:Oz ÊUA:Oë«;ñ :v|ñU| s:O"ñUë ˛ †ñUë ËËœ ÈœWL4Wz

 ö! :̈vJ:Oz í|Ëœ ‰A©ÁUÅ® U"ñUë :vJ:Oz U"ñUëò Uï«œËËñ

 Ë åXO!B   ÆåXO! ©ÁUÅ® U"ñUë :ÈËËœ U"ñUëò Uï«œËË;ñ

ÈñW! ÊU"ñUë ˜Uïœ …bï«;ñWÖWÑ :vJ:Oz U"ñUë ÈœWL4Wz

 s:Oï«œËË;ñ ËËœñWÙ :ÈñWz ¨ :ÈËËœ U"ñUë UïUA:Oë«;ñA ËB

   Æ…d:Oî˛WN!             U"«œËË;ñ «ñWÖWz øWï:u8W!ñW<

ËËœñWÙ :ÈñWz Æ:ÈËËœ U"ñUë UïUA:Oë«;ñ :ÈñW! ÊU"ñUë ˜Uï …bï«;ñWÖWÑ :vJ:Oz U"ñUë ÈœWL4Wz

 Ë«œËË;ñAËB Æ…d:Oî˛WN!           Uï«œËË;ñ «ñWÖWz øWï:u8W!ñW<

GC

Ü

A B∩∩

A B∩∩

 ˛ :v|ñU| s:O"ñUë ôWî:uë52 ¨X:OÙbJ:OÄ ÊU"ñUë4 Uï«œËË;ñ «ñWÖWz ©sÙUÅ® ÊU"ñUë Ê«Ë ˛A

W¶O!œ

 Uï«œËË;ñ «ñWÖWzBWO"UÙ ÊU"ñUë ôWî:uë :u! :vJ:Oz U"ñUë vJïuÇfl ¨                           W¶O!œ

 «ñWÖWz ¨Uº:OÑ ÆÊbï«ñWÖWÑB :vî…œA   W¶O!œ Ê«œËËñ WMO§"UÙWÑWz

 ∫Ë Wï:u8W!ñW< œ Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ uë XMOLìW<œ

 Uï«œËË;ñ «ñWÖWzA Uï«œËË;ñ «ñWÖWz Ë                          W¶O!œB   W¶O!œvJïuÇ ¨

 W¶O!œ :vJ:Oz UïUA:Oë«;ñ v¶AÄ ÊU"ñUë «ñUî˛51 uë3 «ñWÖWz «ñËWì ¨WïWÙ «b:O" ©ÁUÅ® sO"ñUëB

 WëWÙA «ñWÖWz W¶O!Uï XO!«œËËñB ÆWïu8W!ñW< œ Wï Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ uë XOMOLìW<œ WÑWz ¨

GC

Ü

   ñUJOÅ

P A( ) == ==4
52

1
13

P A( ) == ==4
52

1
13

P B( ) == ==4
52

1
13

P B A P B( / ) ( )== == ==4
52

1
13

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ×× == ×× ==1
13

1
13

1
169

P B( ) == 3
51

P A B P A P B A( ) ( ) ( / )∩∩ == ×× == ×× ==1
13

3
51

3
663

 Uï«œËË;ñA Uï«œËË;ñ Ë ©©XO! vá< U| :vJ:Oz U|:uÖ®®BU|:uÖ WëWÙ ©©XO! ‘…;ñ U| :ÈËËœ U|:uÖ®®

 Æ:ÈËËœ U|:uÖ UïUA:Oë«;ñ ÈñW! :vëd|u" ˜Uï :u! Êbï«;ñWÖWÑ W¶O§"UÙ :vJ:Oz

 „Wëd|u"5 Ë vá< s:O|:uÖ3ñWÙ ‰ ÆÊUA:Oë«;ñ :vJ:Oz í|Ëœ ‰ p:Oz :uÖ ËËœ ¨WïWÙ«b:O" ‘…;ñ s:O|:uÖ

  øWï ÊU| Wï:u8W!ñW< Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ :ÈñWz WJ!ñU|œ vë…ñU!

 Uï«œËË;ñA Uï«œËË;ñ Ë ©©XO! vá< U| :vJ:Oz U|:uÖ®®BU|:uÖ WëWÙ ©©XO! ‘…;ñ U| :ÈËËœ U|:uÖ®®

 Æ:ÈËËœ U|:uÖ UïUA:Oë«;ñ ÈñW! :vëd|u" ˜Uï :u! Êbï«;ñWÖWÑ W¶O§"UÙ Wï :vJ:Oz

   …b§ìËWÙ

GC

Ü

 d~¶AÖ «ñWÖWzTotal Probability

:vÑ :u! Ê«ñWÖWz :v|UÅ:u! :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ¨Ê«bìWÙ ñ:u< Ë 5Å s:|ñ«“ s:OëñW! ËËœ :vï«“u<

 ΩsO|Ëu!ñU|œ s:O|…ñUî˛ ËËœñWÙ :vîW3ñW<® Uï«œËË;ñ      WëWÙ Æ†WëœñU|œ vëWî…ñWÙ UïdJOèU"k©

   Æ…b! ÊUÑWz Uç<ñW! XO!

 vëôUÇ

Ak

 U|Wï«Ë11 2-1

P(B/A) ≠ P(B)



 ¨      ¨       ¨       ¨      ¨      ¨     ∫WfiOç! :vëWìWî:uë :v|…u:OÅ ñW< ‰ ÊUÑWz ˛ :vëWï«œËË;ñ ñWÙ

 Æ…d:Oî˛WN! :vëWï«œËË;ñ ñWÙ «ñWÖWz        ¨        ¨      ¨     ¨

 Ω Ê«Ë s:|ñWÖWz :vîW3ñW< uë WJ§8U< vÅUÄ1 Æ

.1

  Æ©WïUO3® Wï«œ:u3 s:Oï«œËËñ ÊUï«œËË;ñ ËËœñWÙ Ê«Ë óOë WJ!ñU|œ .2

 Æd¶A:OÄ s:Oï«œËË;ñ ˛ «b:OëWï«œËË;ñœ W|Wï«œ vëWî…;ñWÙ UïdJOèU" :vÑWz :v"UÙñ…œ óOë WJ!ñU|œ .3

 Uï«œËË;ñ ¨WfiOçM! vìWî:uë :v|…u:OÅñW< ‰B ˛ sO|Ëu!ñU|œ s:O|…ñUî˛ ËËœñWÙ :vîW3ñW<®5Wï

  Æ…d:Oî˛WN! :ÈË UïËu!ñU|œ «ñWÖWz vÅUÄ ©d"…b:|“

.4

 ¨              ¨              ¨             ∫WfiOçM! :vìWî:uë :v|…u:OÅñW< ‰ ÊUÑWz ˛ :vëWï«œËË;ñ ñWÙ

«ñWÖWz ¨               ¨                ¨               ¨               ¨               ¨              ¨             ¨

 Æ…d:Oî˛WN! Ê«Ë ˛ :vJ:Oz ñWÙ

.5

 Æ           Ω d¶A:OÄ «ñUO<dÄ ‰ ÊUï«œËË;ñ :vîW3ñW< uë WJ§8U<

 ¨uë sOfiOçM! s:OOÅœ ÂWz ¨d¶A:OÄ UOOëôUÇ » s¶<W§¶AÄ

 Æd~¶AÖ «ñWÖWz U|U<U| ‰ W"W§|U" vë…ñU! WO|bï…u|WÄ ˜Wz

.6

1

1

1

1

1

1

1 1 2

2 2 2

2

2

2

2

1 3

3

3

3

3

3

3

4

5

6

3

4

5

6

2

3

4

5

6

1

2

3

4

4

4

4

4

4

4
5
6

1

2

3

4

5

5

5

5

5

5

56

1

2

3

4

5
6

6

6

6

6

6

6

A2A3A4A5
A6A7

A8A9A10A11A12

B A∩∩ 2

B A∩∩ 6B A∩∩ 7

B A∩∩ 3

B A∩∩ 5

B A∩∩ 4

B A∩∩ 8B A∩∩ 9B A∩∩ 10B A∩∩ 11B A∩∩ 12

P B( )

P B P B A P B A P B A( ) ( ) ( ) ... ( )== ∩∩ ++ ∩∩ ++ ++ ∩∩2 3 12

 d~¶AÖ ÈñWÖWz U|U<U|

WëWÙ©„WîUºïWz® „W"UÙñ…œ ñWÙuë ¨vëWî…;ñWÙ UëWïœdJOèU"Wì s! Ê«œËË;ñ „…bMÙ      ¨ÆÆÆÆ ¨     ¨

 Ë ¨XO! ÊUï«œËË;ñ ÊUÑWz ˛ p:Oz :ÈË s:O"UÙñ…œ ˛WëWÙBUïdJOèU" s:Oï«œËË;ñ ˛ XO! „Wï«œËË;ñ

 Èœ ¨vëWî…;ñWÙ

A1A2An

P B P B A P B A P B An( ) ( ) ( ) ... ( )== ∩∩ ++ ∩∩ ++ ++ ∩∩1 2

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/560%Èœ s:|ËWz Ë Ê«bîUºïWz v¶fiï«“ UïËuî“Wz ÈñUÖ“ñ U|…œUîUz ‰ :Èœ“«ËËœ ô:uÄ s:OO!U"uè ˛

 v¶fiï«“ :vÅW! UïËuÇñ…œ U|…ó:|;ñ ¨Ê«bîUºïWz È…ó:|Ë vIì UïËuî“Wz70%v|…ó:|Ë :vÅW!Ë ¨Ëu!60%

XO!ËuÇñ…œ :vOO!U"uè ˜Wz «ñWÖWz ¨s"ñ«ó§˘WÙ W"UÙ vëWî…;ñWN! :Èœ“«ËËœ ô:uÄ vëWO!U"uè ¨Ëu!

 ø…d:Oî˛WN!

 vMOzñUJ! :Èœ ÊUï«œËË;ñ ÊUÑWz

S Æ©©XO!«bîUºïWz v¶fiï«“ :vIì UïËuî“Wz v!U"uè®® ∫

L Æ©©XO!«bîUºïWz v|…ó:|Ë :vIì UïËuî“Wz v!U"uè®® ∫

A Æ©©XO!ËuÇñ…œ v¶AÖ UïËuî“Wz ‰ v!U"uè®® ∫

 ñUJOÅ

 U|Wï«Ë 122-1



ÜO

 «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1s:Oï«œËË;ñ ËËœ ñW< ‰ :vëW|WïËuLï Ë :u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ ñW< ‰ :vëW|WïËuLï

 ÆWMO! :u8W!ñW<Wï

2 ø†WJ§8U< :u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ uë Èd:Oî˛WÙœ :vë…ñWÖWz «ËWÇ

3 ÆWJ§ïËË;ñ :u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ Ë «œu3 s:Oï«œËË;ñ ËËœ «ñW§ÑUMì :v|“«ËUO3

4A ËB  Ë                 Ë                 vëWî…;ñWÙ UëWïdJOèU" ‰ sï«œËË;ñ ËËœ

ÆWJ§ïËËñ :u8 Uç<ñW! øWï:u8W!ñW< Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ  :ÈñWz Æ…d:Oî˛WN!                ª

5A ËB Ë                    ¨vëWî…;ñWÙ UëWïdJOèU" ‰ Wï:u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ

 Æ…d:Oî˛WN! ÊUÑWz

 ÈdëW¶<«;ñUz ÊUM:OÙ«;ñ

65% ¨sâë Èœ s:|ËWz Ë Ê;ñuë d:OìËWÙ U|…œUîUz s:OO!U"uè ˛80%:vïbï«u8 :v|:Ë“…ñUz ÊUâë ˛

 WïWÙ55%ñWÖWz ¨Êœñ«ó§ìWÙ W"UÙ vëWî…;ñWÙ » „WO!U"uè ¨WïWÙ :vïbï«u8 :v|:Ë“…ñUz Ê«;ñuë ˛

 øXO!WÙ :vïbï«u8 :v|:Ë“…ñUz v!U"uè ÈËWz …bïWÇ

   …b§ìËWÙ

P A( ) == 3
4

P B( ) == 1
3

P A B( )∩∩ == 1
6

P A B( / )

P A( ) .== 0 2

P B( ) .== 0 3

GCP A B( )∩∩P A B( )∪∪êP A B∩∩(( ))P A B∪∪(( ))

 ÊUï«œËË;ñ ËËœñWÙ ˛ p:Oz vëWî…;ñWÙ UïdJOèU" :vÑWz s:OîUºïWz ˛ „WîUºïWz ñWÙ …ñU|œU|S ÊU|L

  ÆsOMO!ñUJ! d~¶AÖ «ñWÖWz sO:OÅœ ÂWz «ñËWì Æ†WëUM8U< WçJ:OÄ Ê«ËËœñWÙ :vì †Wëb8U<

 :vì

Uº:OÑ

 ÆvM:|uM! :Èñ«œ :ÈñUJK:OÙ UïUMOzñUJ! :ÈñUO<dÄ :vOÅœu"

P A P A S P A L( ) ( ) ( ) . . .== ∩∩ ++ ∩∩ == ++ ==0 42 0 24 0 66

P A L P L P A L( ) ( ) ( / ) . . .∩∩ == ×× == ×× ==0 4 0 6 0 24

P A S P S P A S( ) ( ) ( / ) . . .∩∩ == ×× == ×× ==0 6 0 7 0 42

P A P A S P A L( ) ( ) ( )== ∩∩ ++ ∩∩

 U|Wï«Ë13 2-1

 v¶fiï«“ v|…ó:|Ë

 ÊËuÇñ…œ ÊËuÇWïñ…œ ÊËuÇWïñ…œ  ÊËuÇñ…œ



  ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

6A ËB                           Ë                  Ë                  Wï:u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ

 Æ…d:Oî˛WN!                 Ë

7«ñWÖWz Æp:Oz í|Ëœ ‰ p:Oz «b˘WÙ Ê«ñU3 :v< v|«eïUë :v|…ñUÄ vëW|WÇñUÄ œ«“ËWï

 :vî…œ ¨…d:Oî˛WN!                 v|WïœdJOèU"A Ë ©©XO§!ñU|œ Èd:OÅ ˛ d"…b:|“ †W8®® ∫B∫

 Æ©©XO§!ñU|œ :vJ:Oz Uï«b˘WÙ ‰ †W8®®

8A ËB ÆvëWî…;ñWÙ UëWïœdJOèU" ‰ Wï:u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ

 Æ                             ¨                   ¨

 ÆWJ§ïËË;ñ øWï:u8W!ñW< Ê«œËË;ñ ËËœ ËWz :ÈñWz Æ…d:Oî˛WN!

P A( ) == 3
8P A B( )∩∩ == 1

8 P B( ) == 1
3

P A B( / )

P A B( / )

P A B( / )

P B A( / )

P A( ) .== 0 5P B( ) .== 0 3P A B( ) .∩∩ == 0 15

9 È“U<WAOÄ :v!…dÙWë s:OÄ:uKÖ UMO£îWÙñW! :u! †«ñuã UOïUáî:uë3:vîWÙñW! Æ WïWÙ UÙWÖñUë

 W¶O!œ :vJ:Oz UÙWÖñUë40%s:OÙWÖñUë ËËœñWÙ :vîWÙñW! Ë :vOïUáî:uë :vîWÙñW! ËuîWÙ ˛

 W¶O!œ Èœ30%W¶O!œ Èœ s:OÙWÖñUë ËËœñWÙ :vîWÙñW! Ë :vOïUáîuë :vîWÙñW! ËuîWÙ ˛

30% W¶O!œ UHî :v| s:OÄ:uKë Ê«Ë U|…ó:|;ñ Èœ vëW8…ñ ‰ Æ:vOïUáîuë :vîWÙñW! ËuîWÙ ˛20%

 Ë :vJ:Oz UÙWÖñUë :vîWÙñW! ˛15% :ÈËËœ UÙWÖñUë :vîWÙñW! ˛10%UÙWÖñUë :vîWÙñW! ˛

XO! UHî :v! UÄuKÖ :ÈË «ñWÖWz ¨s"ñ«ó§ìWÙ W"UÙ vëWî…ñWÙ :vëW|…u:OÅ » „WÄ:uKÖ Æ:v:O<

 ø…bïWÇ

ÆXO!UHî :v! U|ËWz WëWÙ XO| :v:O< UÙWÖñUë :vîWÙñW! ˛ ËWz «ñWÖWz Ë
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 ø…bïWÇ XO!d! U|ñU| ËWz :vî…œ ‰ Ê«bîUºïWz W¶O§"UÙ v"ôËË ˜Uï ‰ v|ñU|

11150v¶fiï«“ ‰ :vïUM:OÙ«;ñ s:Oìu8 UO¶ÅñWÄñW< U¶<:uîUî

s:|ñ:u3 :v< :vì:u8 :vî…œ ‰ Ë ¨ÊWëœ ÈñUëdO! Ë

Ë ÊU|Wï«Ë UM":uÖ Ë Ê«ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ® ÊUOëôUÇ

 Ê…œœ ÂUºïWz ©ÊU";ñ:uÄ«;ñ UMOfiOçï

Ê«ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ

 Xfiï«“

 ÈñUëdO!

 ÂW3ñW<

s":uÖ Wï«ËÊU";ñ:uÄ«;ñ UMOfiOçï ÂW3ñW<
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33960 18

7827150 45

Ê«ñUO<dÄò Ë å†Wëœ :v|ñUëdO! ôu8 UïËuÇ í|Ëœ ‰ò Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ :ÈñWz

øWï:u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ å†WëœñUJOÅ

åXfiOçïœ ÊU"ñ:uÄ«;ñò Ë å†Wëœ ÊU¶fiï«“ ôu8 UïËuÇ í|Ëœ ‰ò Ê«œËË;ñ ËËœñWÙ :ÈñWz

øWï:u8W!ñW< s:Oï«œËË;ñ ËËœ
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 ‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

 Æ…d:Oî˛WN! ÊUÑWz «ñWÖWz ¨Ê«bìWÙ Ê«ñ«“ s:OëñW! ËËœ ÈUï«œ

12 s!œñU|œ s:O|ñUî˛ ËËœ :vîW3ñW<12 ÆXO!

15:v|ñ«œ :̨uï «ó:Oìuë ‰ s"dOÖñ…Ë WM:ON! s:|Ë«ñu:OìUÄ UëW|…ñUî˛ s:O|…dLï :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ËWz

sOï«“ :u! ÆÊ«Ë ˛ vJ:OzñWÙ s:O|…dLï :v|«;dJ:O" UM"ñUî˛WÙ » WJ§îUL" :v|W¶A8 ¨ †WëœñU|œ

 ∫Ëu! v|…u:OÅ vÑ » :vM"dOÖñ…Ë ‰ ÊU|…dLï UïdJï«dÖ

 ÈñUëdO!3 Xfiï«“ ª4 ÈeOK~MOz :vïUî“ ª2 Èœñuë :vïUî“ ª1

13 øXO! Xë v<UL:OJ| sO|:Ëu!ñU|œ s:O|…ñUî˛ ËËœñWÙ ˛ p:Oz

14 ˛ v<UL:OJ| sO|:Ëu!ñU|œ s:O|…ñUî˛ ËËœñWÙ˛ p:Oz3 øXO! d¶L:Oë

 Xfiï«“  ÈñUëdO!  v!U"uè

 Èñô

 «ñ:uì

 «bMOì

 ÈeOK~MOz :vïUî“ Èœñuë vïUî“ «;dJ:O"
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v~ï…œ vÑWz «e:OÙ :̈u8 sJ:OïWÇ ËËœñWÙ UïbïUA‹J:Oì :v|:uÙW! sMOzœñ…œ vëW~ï…œ ñW!:uM< s:OëdfiO<

:vÑWz «“Wì uë X|œ ÊU|Uï«“ ÆÊU~ïW3 ËËœñWÙ UïbïUA‹J:Oì «“Wì UïËu!b|“ » XO!œ…b|“

:vOîñWÖ s:O|WKÄ s:OÅœ :vÑWz » Ë :̈vOîñWÖ s:O|WKÄ UïËu!b:|“ » XO!œ…b|“ ©:vïbïUA‹J:Oì®:vMOçì

:v|ËdOî :vÑWz s:O~ï…œ ñWfiì ÊU|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 Æ:v|Ëd:Oî vÑWz v~ï…œ UM¶fiON! » ÊWJ!ñU|œ

 œuë ©«b:OëWëdÇœ Ê«ñWì…ñWì «ñUî˛® †WëœñU|œ15 ÆÊdîdëñUîu" WMO"UÙ …œ «œu3 sO| :vOîñWÖ s:O|WKÄ

«ñUî˛® vï«e! ÊU|:ËdOî ÊUÑWz :v~ï…œ «e:OÙ u" WëWÙ vMOKîW‹! :vOîñWÖ U|WKÄ :vOÅœu" :ÈñWz

 ø©«b:OëWëdÇœ Ê«ñWì…ñWì

‰ :vïdJ:O"ñUë Ê«Ë˛ p:OzË WïWÙ«b:O" v|…ñUîUz s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœ uë s!…œ Ê«ñUO<dÄ „WìWÖ vÅ:u" :̃Ëdî

 ”UïñUîUz Æd¶A:OÄ «ñUO<dÄ ‰ vë…Ë †Wëœ Èœ v| ñW< :vïËu!ó:OìRegression:u! sMOzœñUëW!

 ÆÈdëñU|œ s:O|«bOÄ „…bMÙ :vÄ ÊUO|bï…u|WÄ s|ñ:u3 ÊUÑWz UMOì:uJ:Oì

 ”UïñUîUz :vïdJïËËñ s:O˘U8Scatter PlotËËœ «ñW§ÑUMì :v|bï…u|WÄ UM¶AÙW~:O" :u! sMOzœñUJ!

 :vfi4W! ËWz Æ:ÈË«e:OÙ :v|…œ«;ñ Ë :ÈË :v|W¶<«;ñUz Ë Ê«Ë«;ñ:uÖ::vvïï««bb::||ddÖÖWWççJJ::OOÄÄCorrelatio:u! ˛ ÊWë…œ

 ÆÊ«Ë :v|W¶<«;ñUz Ë Ê«Ë«ñ:uÖ ËËœ «ñW§ÑUMì UO|bï…u|WÄ «e:OÙ ˛ ÊWJ! :vM|;d!ñ…œ

 :v|:uÙ » ÊUO|«b:OÄ WìWî:uë :u! vK:OÙ vëWKáîU< Uïbï«uï :v|…œ«ñ ”UïñUîUzr:vïóO!œ Ë sçOÄœ

 :vï«b:|dÖWçJ:OÄ :vJì:uëËUÙCorrelation coefficient Æ

 vK:OÙ s:O|WïËuLï

 ZïUîñUz

•vK:OÙ UëWKáîU< UMOfiOçï

UëWìWî:uë Uïbï«uï :u!

ÊUO|«b:OÄ

•vK:OÙ s:O|WïËuLï UïUMOzñUJ!

 ÊUOMO§A:OÄ Uï«bîUºïWz :u!

 Wï«Ë

33
Linear Models

W!W3uî U| Ê«b|dÖWçJ:OÄ

W!W3Ëuî Èñô

U| Ê«b:|dÖWçJ:OÄ

 VìU< Èñô W§ìU<

 WMOï Ê«b:|dÖWçJ:OÄ

  ˜«ñ«“

Vocabulary

…Ëu! …ó:Oì

Regression

 ©X<…u|WÄ®Ê«b|dÖ WçJ:OÄ

Correlation

:vï«b:|dÖWçJOÄ :v|WJìuëËUÙ

Correlation coefficient

 Êbï«uï s|d¶ÅU! vK:OÙW¶<«;ñ

 Ê«ñWì…ñWì «ñUî˛

 :vOîñWÖ U|WKÄ

201620181716151715161517161714

897293848175708269838083818476

 ÊËu!ó:OìDecay

Wë …ñU|œ «Ë ñU3 p:|bïWÙ

ÈWA8Wï ÈUÙW! p:|Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë

ñWÖWz Æ†Uë…b|ñU|œ ÈWJ|eïW! v :̇OÙ

W|WA8Wï ËWz X:O!«œ †Uï«u" Wì

ËuîWÙ vï«u"…œ «ËWz X|WJ§|ñU|œ

ñW< s:|dë…œ vMO§A:OÄ ÈWïU¶Å ËWz

 Æ…ËWO<ËuMO! †WëW"W!U! W!

 øvÇ:u!

Line of best fit
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¨Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ «ñW§ÑUMì UO|bï…u|WÄ UïdJH<…Ë :u! sMOzœñUJ! ÊU|WA8Wï s:O|“«ËUO3 s:|ñ:u3 ”UïñUîUz

 v"W§|U" » ¨«b|ñ«u! vÑWzœ vK:OÙ s:O|WA8Wï UïUMOzñUJ! Wï…œœ :vO~ïdÖ „WìWÖ ËWz :vìWëWÙs:OìU8

vëWK:OÙW¶<«;ñ  vJ|e:Oï » WìU8 ËWz uë XO!ñU|œ U<…Ë Ë W|dëñU|œ e:ON! UëWï«b:|dÖWçJ:OÄ :vïdJïËË;ñ

 ∫s|Wë :vÑWz :vfi4W! :Èœ :vï«Ë :vÑ ‰ sMOzbJ:OÄ vK:OÙ UïËu!…ó:Oì Linear Regression ¨WëWÙËËœ

Ë :v|bï…u|WÄ TÑWz UM|d!ñ…œ :u! u" ÆÊ«b:|dÖ WM§"UÙ WçJ:OÄ e:ON! U| vK:OÙ UëWO|bï…u|WÄ » Ë«;ñ:uÖ

  :vJK:OÙW¶<«ñ ÊUOMO§A:OÄ Uï«bîUºïWz Êbï«uï s|d¶ÅU! Line of BestfitUïdëñU|œ :u! ÆWMO!ñUJ!

∫WïWÙ “«ËUO3 s:OJ:|;ñ pìWÖ :ÈñUîUz s:|Ë«;ñ:uÖËËœ «ñW§ÑUMì U|bï…u|WÄ :u! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«ñ

 s|d¶L:Oë s:O|U3ËËœ UO:|;ñLeast Squares» vÑb:OÄ :vì ¨W¶<Ëñœ Ë d|uÙ U| „WìWÖ WO:|;ñ ˜Wz ¨

 ÆW|WÙ U| :̨uì:uMëW" UïUMOzñUJ! vÑb:OÄ ÊU| ¨W|WÙ ñ:Ë“ ñUºJ:Oz s:OM"ñUî˛WÙ

 :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UO:|;ñGraphic Method¨ÊUO|«b:OÄ :v|W¶A8 :u! :vïdJïËËñ s:OìU8 :vJ:|;ñ TÑWz »

 ÆX|ñ:u§! «dïôU8 ËuîWÙ vJ|e:Oï œ uë sA:Oëœ vëWK:OÙW¶<«;ñ Ë ¨ÊWëœñU|œ

 ñW|Uî :vK:OÙW¶<«;ñ UO:|;ñMayer Line¨†Wëœ ‘W!«œ Ë ÊWëœe:|;ñ ñ:Ë˛ ˜…ñW! ÊUO|«b:OÄ :vJ:|ñ TÑWz »

ËWz vÅUÄ ¨vëWÅW! ñWÙ Uïbï«uï :u! ÊWJ!ñU|œ ÊôU8 ËËœ vÅUÄ ÆvJ|e:Oï ÊUfiëW| s:OÅW! ËËœ :u!

 Æ:vïbï«uï :vK:OÙW¶<«;ñ s|d¶ÅU! sï«œœ X|ñ:u!œ «dïôU8 ËËœñWÙ œ  :vK:OÙW¶<«ñ

ÊU¶<«;ñWÑUï UO|;ñMedian Method¨‘W!«œ Ë ÊWëœe:|;ñ ñ:Ë˛ ˜…ñW! ÊUO|«b:OÄôWî:uë :v:|;ñ :vÑWz »

:vëWK:OÙW¶<«ñ vÅUÄ ¨ÊWëœñU|œ ÊôWî:uë :v<ñWÙ Uïbï«uï :u! ÊôU8 :v< ÆÊôWî:uë :v< :u! ÊWëœ

:vÅW! s:OìU8ËËœñWÙ œ  «œ :vK:OÙW¶<«ñ ÈË ‰WÖœ XO! V|ñW" Ë X|ñ:u§!«ñ :ÈËËœ ôU8 œ ÊWëb¶<Ëñœ

:vK:OÙW¶<«;ñ Ë :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UO:|;ñ WMO!d:Oã Èœ :v|Wï«Ë :vÑWz ‰ ¨X|ñ:u§!«ñ sM|uïœ :v:O< Ë :vJ:Oz

ÊUO:|;ñ ÊUÑWz s:OîUºïWz WëWïdO!˛ Ë Æ“:uìUz » s:OM"ñUî˛WÙ ˛ sO!d|Ëœ «œ ÊU¶<«;ñWÑUï UO:|;ñ ËñW|Uî

   Æ WM|dJJ|e:Oï s:OîUºïWz

 :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UO:|;ñGraphic Design

 :vï«b:|dÖWçJ:OÄ :v|WJì:uëËUÙCorrelation CoefficientÆ†Wëb8U<               :vÑWz WëW|…ñUî˛

WëWÙ»W3Ëuî ÈË  Èñô vëWK:OÙW¶<«;ñ ¨sM|uïœ ÊUO|«b:OÄ ôWî:uë s:|ËWz :vïdJïËË;ñ s:OìU8 ¨

 ÆsMOzbJ:OÄ

WëWÙ ÆWMOï «bï«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUïœ Ê«b:|dÖWçJ:OÄ ¨

WëWÙVìU< ÈË :Èñô vëWKOÙW¶<«;ñ sM:|uïœ ÊUO|«b:OÄ ôWîuë s:|ËWz :vïdJïËË;ñ s:OìU8 ¨

 ÆsMOzbJ:OÄ

 :vï«b:|dÖ WçJ:OÄ :v|WJìuëËUÙ s:O"WHO<

− ≤ ≤1 1r

r =1

r = 0
r = −1

r = 0 95.r = 0 6.r = 0r = − 0 6.r = − 0 95.

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1
∫ÊUÑ:Ëdî s:|“WÖ…;ñ :v¶fiï«“ ñW< ‰ ÊUMO£Nº!ËWz ® vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ vÑ:Ëdî s:|“WÖ…;ñ s:O|Uï«“

:̈ÈËUï˛W! U|ó:|;ñœ UïbïöîW8 :u! sMOzœñUJ! :v"…ñWãUz pMì ©X:OÙWÖœ vÑ:Ëdî :vKî ‰WÖœ :vJAOïWz

Ê«Ë pMì vJ<U! s:O|ó:|ñœ Ë ©Ê«d"WLO¶ïU< »® ÊUï˛ Uë…ñUî˛ s:O|ó:|ñœ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

U|ó:|ñœ Ë ¨WJ!ñU|œ v¶8W"ËËñ ñW< ‰ ÊUO|«b:OÄ Ê«ËWz Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8 Æ†WëœñU|œ

:u! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ vÅUÄ ÆWMO!ñUJ! œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ „…Ë vJ<U! :vO¶<WÙ

 XO!bïWÇ :Èœ :vëW"…dãUz Uï˛W! U|ó:|ñœ Æ…d:Oî˛WN! ÊUO|«b:OÄ ÊUÑWëWÙpMì vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ

 :ÈË37cm øXO!
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 ñUJOÅ

 ˜U~M:OÄ1 ∫ sM|uïœ ÊUO|«b:OÄ s:|ËWz :vïdJïËË;ñ s:OìU8 Ê«Ë UïdJ|ñU|œ

 ˜U~M:OÄ2 ∫ ÆÊôU8 ËuîWÙ :u! p:|e:Oï vëWK:OÙW¶<«;ñ UïUA:OëWM:|Ë

 ˜U~M:OÄ3 ∫ :vK:OÙW¶<«;ñ :vÑWz ñW< ‰ ÊôU8 ËËœ UïœdëñU|œ

 Æ                Ë

 ˜U~M:OÄ4 ∫U|WA:OëËUÙÆX|ñ:u! œ «dïôU8 ËËœñWÙ ÊUÑ œ vKOÙW¶<«;ñ È:ËWz U|WA:OëËUÙ UM"ñUî˛WÙ

 Æ…d:Oî˛WN! X|ñ:u!œ«ñ                Ë                 ÊôU8 ËËœñWÙ ÊUÑWz œ :vKOÙW¶<«;ñ :ÈËWz

              :ÈË pMì vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ uë :vëW"…dãUz Uï˛W! U|ó:|ñœ :u! ÈdJMO§A:OÄ :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u!

 :vN3 ‰ Ë ¨XO!x®37 Æ«bïbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ œ Wï«œ©

 vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ

 ÊU"…dãUz UëW|…ñUî˛ pMì :vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ

 :v"…dãUz Uï˛W! U|ó:|ñœ

3527303325392731

167149154165140180149155

( ,� )14 110( ,� )32 160

( ,� )32 160 ( ,� )14 110

y y x xy y
x x

− = −−
−1

2 1

2 1
1( )

y x= +2 78 71 11. .

y x− = −−
−

110 14160 110
32 14

( )

37cm
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 vJ<U! :vO¶<WÙ U|ó:|ñœ

 :v"…dãUz Uï˛W! U|ó:|ñœ

 ËË“U! vJfiOz Èó:|ñœ

 †…dãUz ÈüU! Èó:|ñœ



 ∫:vïËu!ñ«u< s:OKJfi|UÄí|Ëœ ‰ ñW!Uë;ñ s:|d"Wî:uKOë ËWz U|…ñUî˛ s:O|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

:vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ Æ†WëœñU|œ Ê;d!œ ÊöJfi|UÄ UïËu!ñ«u< UëWïUJ|ñW! ‰ ©d:Oîóî…œ ® :vî…œ

 :vî…œ ‰ :ÈbïWÇ :Èœ ñW!Uëñ Æ…d:Oî˛WN! ÊUO|«b:OÄ ÊUÑWz :u! Êbï«uï s|d¶ÅU!11 ÆX|;d! Ê«d:Oîóî…œ

   …b§ìËWÙ

 ©Ê«d:Oîóî…œ »® Â…œ

  ÊöJfi|UÄ UïËu!ñ«u< UïUJ|ñW!

 ©d"Wî:uKOëW!® ÈñËËœ

1625594103877210

9452071579856104367560713197

 ñW|Uî vK:OÙW¶<«;ñMayer St.line

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

65

y x= +2 78 71 11. .

y = × +2 78 37 7 11. .

y =173 97.

174 cm

 ©X|UNï…dNã® :vOîñWÖ :v|bMK! s:O|WKÄ  s:O|©v|«dJ:O"® v|…ñUî˛ s:|bïWÑUï

 ñUJOÅ

 ˜U~M:OÄ1 ∫ Æœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ í|Ëœ ‰ WJ!e|ñ ñ:Ë˛ ˜…ñW! Ëuï˛ñW< Ê«Ë«;ñ:uÖ

 ˜U~M:OÄ2 ∫ ÆÊUïËu¶< ‰ ÊUfiëW| s:O|W¶A8 ËËœ :u! WJ§ÅW!«œ v|W¶A8 vÑWz

 ˜U~M:OÄ3 ∫:v| :vJ:Oz :vÅW! ‰ ¨ X<…u|WÄ s:O|UN! :ÈbïWÑUï     Ë œ«“Uz s:O|UN! :ÈbïWÑUï ¨

:vÅW! ‰ ¨X<…u|WÄ s:O|UN! :ÈbïWÑUï     Ë œ«“Uz s:O|UN! :ÈbïWÑUï       vÅUÄ Æ…d:Oî˛WN! v|W¶A8

     Æ…d:Oî˛WN! v|W¶A8 :v| :ÈËËœ

                  Ë

                Ë

  Ê:ËdëWz

 Ê:u¶~JMìË

33

67

37

67

38

64

48

65

49

60

59

62

61

57

70

56

73

55

78

53

80

52

82

51

  Ê:ËdëWz

 ÁWî

 Ê:u¶~JMìË

123456789101112

33

67

37

67

48

65

59

62

70

56

78

53

82

51

80

52

73

55

61

57

49

60

38

64

 Ê:ËdëWz

 Ê:u¶~JMìË

33

67

37

67

38

65

48

64

49

60

59

62

61

57

70

56

73

55

78

53

80

52

82

51

x1y1

x2y2

y1
67 67 64 65 60 62

6
64 16= =+ + + + + . x1

33 37 38 48 49 59
6

44= =+ + + + +

x2
61 70 73 78 80 82

6
74= =+ + + + +y2

57 56 55 53 52 51
6

54= =+ + + + +
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 v|«ËWÙ Ë ‘Wë :ÈñU! ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

ö:OÙ ˛ WïWÙ ÈñËËœ ÊUîWÙ «bïWK|“uOï ‰ Êu¶~JMìË :Èd:|˛U! Ë UJ|dîWz ‰ Ê:ËdëWz Èd:|˛U!

U| Èñ«u8 UçOï ‰ Èœ «ËWz Ë ¨WO|œñWz U|:uÖ U| ÈñW< UçOï ‰ Ê«Ë ˛ p:Oz Æ©¡«u¶<ô« j8 ®ÈñWîWë

‰ v¶|UNï…dÙWã » :vOîñWÖ U|WKÄ :u! È…ñUî˛ s:|bïWÑUï s|d"bMK! :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ÆWO|œñWz U|:uÖ

ÆWJ!ñU|œ :v|W¶A8 s:O|«bOÄ :u! :vïdJïËËñ s:OìU8 ¨†Wëœ ñU|œ ÊUç|WÙ      :vî…œ ‰ Ê«d:|˛U! ËËœñWÙ

 øÊ:ËdëWz ‰ XO!     È…ñUî˛ :ÈbïWÑUï :vî…œ WJ!ñU|œ Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUï ‰ :vï«b:|dÖ WçJ:OÄ



:v"W!W< UÄ:u"«ñW§ÑUMì Uï«b:|dÖ WçJ:OÄ ¨WJ!ñU|œ v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

ÆWJ!ñU|œ ÈË U|WA:OëËUÙ Ë WJ!WM:|Ë Êbï«uï s|d¶ÅU! :vKOÙW¶<«;ñ ¨WJ!ñU|œ Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ

 :vî…œ ‰ ÊôU8 U|…ñUî˛25 ø ÈWëbOMO§A:OÄ :ÈbïWÇ » ÊUëWìu8

   …b§ìËWÙ

 Â…œ

 vëWî…œ ‰ ÊôU8 U|…ñUî˛

 ‰U8

28

16

35

13

8

2

20

12

39

31

23

10

19

9

27

15

15

4

30

19

ÊU¶<«ñWÑUï UO:|;ñ

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3 :vïñ«u8 ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

Æ†WëœñU|œ ÊUãWì vë…ñ:u3 ‰ :vOîñWÖ :v|UN! Ë vMÙËœ È;d! ñW< ‰ ÊUO|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

:vë…ñ:u3 ˛ :vOîñWÖ :v|UN! uë ÈWëœ vMO§A:| :u" Æ…d:Oî˛WN! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«ñ U|WA:OëËUÙ

 WëWÙ …bïWÇ ÊUãWì17 Æs!WÙ«b:O" vMÙËœ  s:Oî«dÖ

 ˜U~M:OÄ4 ∫«ñ               Ë              s:O|ôU8ËËœ ñWÙ  ÊUÑWz œ :vKOÙW¶<«;ñ ÈËWz U|WA:OëËUÙ

 Æ…d:Oî˛WN! X|ñu!œ

 ˜U~M:OÄ5 ∫ ÆWA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ Ë WM|uM! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

( ,� )x y2 2

y y x xy y
x x

− = −−
−1

2 1

2 1
1( )

y x− = −−
−

64 16 4454 64 16
74 44

. ( ).

y x= − +0 34 79 06. .

( ,� )x y1 1

Êdë W¶:OÙœ vMO§A:OÄ ¨XO! WKÄ      Ê:ËdëWz ‰ :vOîñWÖ U|WKÄ s|d"bMK! È…d:Oî˛ :ÈbïWÑUï WëWÙ

∫XO! WÑWz v":u~JMì ‰ v|…d:Oî˛ :ÈbïWÑUï

 ÆvJ|e:OM! W|WKÄ      uJïUz

65

y = − ×0.34 65 +79 06.

y = 56 96.

y = − 0.34 +79 06x .

57

 U|Wï«Ë 203-1

Ê:ËdëWz

Ê:u¶~JMìË



 ˜U~M:OÄ2 ∫:v:O< Ë :vJ:Oz :vÅW! ‰ ÊUïËu¶< U|…ñUî˛ uë ÊUÅW! :vO< :u! WJ§ÅW!«œ v|W¶A8 vÑWz

ËËœñWÙ U| ‘W!ËUÙ U|…ñUî˛ :u! XO! p|eï U| :ÈËËœ :vÅW! ‰ ÊUïËu¶< U|…ñUî˛ Ë s! ÊUfiëW|

 Æ:v:O< Ë :vJ:Oz s:OïËu¶<

 ˜U~M:OÄ3 ∫:vJ:Oz :vÅW! ‰ X<W§¶AÄ s:O|UN! :v¶<«ñWÑUï    Ë ¨œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! :v¶<«ñWÑUï

:v¶<«ñWÑUï     Ë œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! :v¶<«ñWÑUï ¨     Ë               Ë           ¨…d:Oî˛WN!

 Ë              Æ…d:Oî˛WN! :vO< :vÅW! ‰ X<W§¶AÄ s:O|UN!

 ˜U~M:OÄ4 ∫X|ñ:u!œ              Ë             «dïôU8 ËËœñWÙ ÊUÑWz œ :vKOÙW¶<«;ñ ÈËWz :Èñô

 Æ…d:Oî˛WN!

 W¶O!œ X:|ñ:u!œ              Ë              «dïôU8 ËËœñWÙ ÊUÑWz œ :ÈËWz     :vK:OÙW¶<«;ñ :Èñô

 ©ÊUî«ñWÖ »® vMÙËœ :È;d!

 ÊUãWì s:|ñ:u3 „…bMÙ :u! :vïñ«:u8 s:O|«b:OÄ

 ©ÊUë:uîñWÖ »® :vOîñWÖ :v|UN!

5

360

9

375

12

460

15

420

12

530

10

455

21

580

14

390

 ©ÊUî«ñWÖ »® vMÙËœ :È;d!

 ÊUãWì s:|ñ:u3 „…bMÙ :u! :vïñ«:u8 s:O|«b:OÄ

 ©ÊUë:uîñWÖ »® :vOîñWÖ :v|UN!

5

360

9

375

10

455

12

460

12

530

14

390

15

420

21

580

 ©ÊUî«ñWÖ »® vMÙËœ :È;d!

 ÊUãWì s:|ñ:u3 „…bMÙ :u! :vïñ«u8 s:O|«b:OÄ

 ©ÊUë:uîñWÖ »® :vOîñWÖ :v|UN!

5

360

9

375

10

455

12

460

12

530

14

390

15

420

21

580

 ñUJOÅ

 ˜U~M:OÄ1 ∫¨œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! :vÄ WJ!e:|;ñ ñ:Ë˛ ˜…ñW! ÊUO|«b:OÄ uë WfiOçM! v|W¶A8 uï˛ ñW<

 Æ:ÈñUO<dÄ vÑ ‰ vïËËñ :È;d! ËWz uë

x1y1

x3y3 x1 9=

x3 15=y3 420=

y1 375=

( ,� )x y3 3

( ,� )x y3 3

( ,� )x y1 1

( ,� )x y1 1 d

m = =−
−

420 375
15 9

7 5.

 ˜U~M:OÄ5 ∫  Ë Èœ«“Uz s:|Ë«;ñ:uÖ vîWÙ s:O|UN! ©:v|«dJ:O"® :ÈbïWÑUï

 Æ…d:Oî˛WN! X<W§¶AÄ s:|Ë«;ñ:uÖ ËuîWÙ s:O|UN! :ÈbïWÑUï

 ˜U~M:OÄ6 ∫ ÈË :Èñô Ë X|ñ:u!œ«ñ               ôU8 œ :vK:OÙW¶<«;ñ ÈËWz U|WA:OëËUÙm                      Æ…d:Oî˛WN! XO!

 ÊU|

:vïbï«uï :vK:OÙW¶<«;ñ s|d¶ÅU! U|WA:OëËUÙ W¶O!œ v¶ãWë W" X<…b! U|WA:OëËUÙ ËWz

     ÆÊUO|«b:OÄ ôWî:uë :u! vJ|e:OM!

1 14 12 25=+ .x2
5 9 12 15 12 10

8
= + + + + + +2

y2
360 455 460 420 530 375 580 390

8
446 25= =+ + + + + + + .

y2

x2

( ,� )x y2 2

y x= +7 5 354 375. . y x− = −446 25 7 5 12 25. . ( . )
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   …b§ìËWÙË s"ñUî˛WÙ WïËu§"UÙ vëWî…;ñWÙ » Êö:O§îËd" „…bMÙ ñW< ‰ †WëœñU|œ ÊUO|«b:OÄ W|W¶A8 ˜Wz

«e:OÙ »®  :ÈË «e:OÙ í|Ëœ ‰ :vOïWîW"u< :ÈñW¶:Oì p:Oz UM¶8«“Wî » X|;d!œ öO§îËd" U|ñËËœ ËWz

 Æ©vá<WÙ

:ÈË«;ñ:uÖ „…Ë vK:O§îËd" «e:OÙ UïUMOzñUJ! v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! WJ!WM:|Ë :vïdJïËË;ñ s:OìU8

U|ñËËœ ËWz ¨…d:Oî˛WN! ÊUO|«b:OÄ ÊUÑ :u! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ vÅUÄ ¨œ«“Uz

 :ÈË «e:OÙ „WK:O§îËd"210 ø…bïWÇ X|;d!œ XO! é<WÙ

 e:OÙ

 :vOïWîW"u< :vë…ñW¶Oì » X|;d!œ U|ñËËœ Ë :vK:O§îËd" «e:OÙ

ñWÙ ‰ v|ñËËœ

 :vë…d¶Oì

175255140165115120190180110125

3 61.2 13.4 1.2 95.5 25.4 6.2 46.3 45.5 75.4 95.
km / l( )

 UëW8Wì ‰ :vOîñWÖ :v|UN!17∫W¶O!œ s!WÙ «b:O" vMÙËœ s:Oî«dÖ

 ÆvJ|eM! :vOîñWÖ s:Oë:uîñWÖ        uJïUz

 ˜U~M:OÄ7 ∫Ë              s:OìU8 ¨WJ!WM:|Ë :v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8 :vì

 ÆWA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ ¨WJ!WM:|Ë               Ë

( ,� )x y1 1( ,� )x y2 2

( ,� )x y3 3

y x= +7 5 354 375. .
y = × +7 5 17 354 375. .
y = 481 875.

782
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:vOîñWÖ :v|UN!

vïËËñ È;d!



UïUMOzñUJ! ÊU| “:uìUz s:OM"ñUî˛WÙ UïUMOzñUJ! W|WÙ vÑb:OÄ :vï«b:|dÖ WçJ:OÄ :v|WJì:uëËUÙ UM"ñUî˛WÙ

:vïdJïËËñ :v|WM:|Ë » :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ ÈËWz :u! p|e:Oï :v|UN! s:OÅœ :vì ÆU| :̨uì:uMëW"

 ÆÊd:Oî˛WN!

s|d¶ëËuâ! :̈vïdJïËËñ s:OìU8 :u! :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :v| p|e:Oï :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u!

U|ó:|ñœ Ë    ó:|ñœ :v| :ÈË :v|ô U|ó:|ñœ Ë ¨X|d~! WÑ:u‹! ÊôU8 ÊUÑWz ËuîWÙ uë WJ! WM:|Ë :vëW|WA:Oëô

≠               W|WÑWz :vï«b:|dÖ Wç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :u! p|eOï :v|UN! Æ…d:Oî˛WN!   †ñuë :v| :ÈË :v|ô

©´®Ë XO! VìU< U| Ê«b:|dÖWç~:OÄ WëWÙ©≠® U| ÊUAOï uJïUz :̈vï«b:|dÖWç~:OÄ UïUAOï W¶O!œ :ÈË UïUAOï

 ÆXO! »W3uî U| Ê«b:|dÖ Wç~:OÄ WëWÙ

 :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJ :̆uëËUÙ

L

:vïdJïËË;ñ s:OìU8 :u! :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :v| p|e:Oï :v|UN!

 Æ…d:Oî˛WN! ñW§î«ñW! s:O|

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4

 ñUJOÅ

¨W§ìU< U| Ê«b:|dÖ WçJ:OÄ Ë            ¨  =14L = 35

 
r

L
≈ − −( )= − −( )= −1 1 0 614

35
.

s:OìU8 :u! :vï«b|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :v| p|eOï :v|UN!

 Æ…d:Oî˛WN! ñW§î«ñW! s:O| :vïdJïËË;ñ

   …b§ìËWÙ

  «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

   ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1W|WÑWz ÊUO|«b:OÄ UëWìWî:uë :u! :vïbï«uï :vKOÙW¶<«;ñ s|d¶ÅU! U|WA:OëËUÙ

 øW§ìU< ÊU| W!W3uî :v| v|…ñUîUz s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJìuëËUÙ :ÈñWz

2:u! :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ Ë                 W¶O!œ v|…ñUîUz  s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœ :u! :vï«b:|dÖWçJ:OÄ :v|WJì:uëËUÙ

 Æ†Wëœ d"e:ON! UëWï«b:|dÖWç~:OÄ ˛ :vM:|;d!ñ…œ ÊU|WJì:uëËUÙ ËËœñWÙ ó:Oë ¨                  Èœ s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœ

3s:OìU8 WëWÙ ¨vMO! :vï«b:|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :u! p|e:Oï vëW|UN! v:OÅœ u" :ÈñWz

:u8 Uç<ñW! ø ÊWëWïñU|œ Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì :vëWï«b:|dÖWç~:OÄ  êOÙ :vïdJïËË;ñ

 ÆWJ§ïËËñ

y x= −3 2 12 5. .

r1 0 65= .

r2 0 75= − .
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r

L
≈ ± −( )1 l

l

l

l



ÊU|U¶<:uîUî U|…ñUî˛

 ÊU|U¶<:uîUî U|…ñUî˛ Ë ÊUO!U"uè U|…ñUî˛

 ÊUO!U"uè U|…ñUî˛

92

1050

52

653

114

753

49

381

110

1312

62

813

76

796

84

910

6 WïU‹!U"uèÊUO!U"uè UëW|…ñUî˛ Ë ÊU|U¶<:uîUî UëW|…ñUî˛ :u! ÊUO|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

 Æ†WëœñU|œ ÊUïU‹!U"uè bïWÇ ˛ vëWî…;ñWÙ vëWKáîU< ‰

Ü

GC:vOîñWÖ s:O|WKÄ :ÈbïWÑUï ¨WJ!WM:|Ë v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

 Æœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ „…Ë WMO!ñUJ!

TÑWz :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUMOzñUJ! …d:Oî˛WN! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ

 ÆWJ!WM:|Ë :vK:OÙW¶<«;ñ

O :vOîñWÖ s:O|WKÄ :ÈbïWÑUï :uë :vëWÙWî :u! v|…ñUÄ :È;d!40U|d|uÙ ¨WMOKîW‹! XO!WKÄ

 øWJ!ñU|œ :vïbïxîW8 :vÑWz

ê:ÈñWz ø W§ìU<U| ÊU| W!W3Ëuî U| Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì Ê«b:|dÖWçJ:OÄ :ÈñWz

 ø…“«Ëô ÊU| …e:ON! U| Ê«Ë «ñW§ÑUMì Ê«b:|dÖWçJ:OÄ

Ü

GC„…Ë ÊU|U¶<:uîUî U|…ñUî˛ vïUMOzñUJ! WJ!WM:|Ë ÊUO|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

 Æœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ

:v|WM:|Ë Ë …d:Oî˛WN! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ ñW|Uî UO:|ñ UïUMOzñUJ!

 ÆWA:OJ! :vK:OÙW¶<«;ñ ÈËWz :u! :vïdJïËË;ñ

ê uë :vëWïU‹!U"uè ‰ ÊU|U¶<:uîUî U|…ñUî˛600˜Wz ¨WMOKîW‹! X|d~! WÑ:u‹! ÊUO!U"uè

 ø…d|uÙ U| bïWÇ UïbïöîW8

 :vOîñWÖ s:O|WKÄ :ÈbïWÑUï

 :vëWìUî ‰ :vïdëñU< «ñ:u"Uã

 :Èñ:u"Uã ‰ È…ñUÄ :Èd!

38

93

42

79

44

75

36

83

42

74

49

67

38

86
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4 ∫q:O§îËd"U|…ñUî˛ vïUMOzñUJ! ¨v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! WJ!WM:|Ë :vïdJïËË;ñ s:OìU8

ÈË U|WA:OëËUÙ Ë WA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! vK:OÙW¶<«;ñ ¨œ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ „…Ë ÊUï:u˘UÖ

 ÆXO!œñU|œ e:ON! UëWï«b:|dÖWçJOÄ :ÈñWz ¨…d:Oî˛WN!

 ÈdëW¶<«;ñUz sOïUM:OÙ«;ñ

 ÊUï:u˘UÖ U|…ñUî˛

 s|;d! WO"UÙ U|ñËËœ

 s|;d!ΩWO"UÙ U|ñËËœ

11.2

338

9.8

296

10.6

332

10.1

324

12.3

368

8.7

263

10.1

305

( )km

5 ∫ÈñËu!UzU|ó:|ñœ ‰ :vOîñWÖ s:O|WKÄ :ÈbïWÑUï :v|«dJ:O" ñW< ‰ s:O|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

 Æ†WëœñU|œ :vëWìUî ‰ ©Ê«ñUM|œ Ê«ñ«eÙ »® :vïdëñU< «ñ:u"Uã :v8dï Ë :vëWO¶ãW4



©Ê«ñUM|œ Ê«ñ«eÙ »® :ÈñËË˛ UïËuÇ s:O¶:OKÄ :ÈUN! í|Ëœ ‰ ÊU|Ëu!…œUîUz U|…ñUî˛

 Œdï

 Ê«Ëu!…œUîUz U|…ñUî˛

6

213

5

256

8.5

155

8

194

10

160

5.5

267

7

258

7.5

210

8

235

O :ÈñËË˛ UïËuÇ U¶:OKÄ :v8dï uë WMOKîW‹! :v~ïWÙUz ‰ Ê«Ëu!…œUîUz U|…ñUî˛9ñUM|œ ñ«eÙ

 ø…d|uÙU| bïWÇ WïbïöîW8 WÑWz ¨XO!

Ü

GCœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ „…Ë ÈUN! UïUMOzñUJ! v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

 ÆWJ!WM:|Ë

:ÈñWz ø W§ìU< ÊU| W!W3Ëuî U| Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì Ê«b|dÖWç~:OÄ :ÈñWz

 ø…“«Ëô ÊU| …e:ON! U| Ê«Ë «ñW§ÑUMì Ê«b|dÖWç~:OÄ

ê:̈vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUMOzñUJ! …d:Oî˛WN! Êbï«uï s|d¶ÅU! :vK:OÙW¶<«;ñ U| WA:OëËUÙ

¨…d:Oî˛WN! Ê«b|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :v|UN! vÅUÄ ¨WA:OJ! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ÈËWz

 ÆËu!WÙ :vïdJïËË;ñ «d:Oîó! WëWÙ

7 ∫ÊU¶:OKÄ UïbïU8dï:vLO" U~ïWÙUz :u! :ÈñËË˛ WM"UÙ sO¶:OKÄ :v|UN! :vJ|“uî UëWLO" :ÈñW!Wç:|;ñ

 ÆÈdëñU|œ :Èñ«u8 ‰ v|W¶A8  :vÑ ‰ „…Ë ÊdëñUîu" Ê«Ëu!…œUîUz U|…ñUî˛ Ë

  ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

8 ∫vïUÑWë:Ë;dãÊ«Ë s:|;ñWÄ ËËœñWÙ UOïUÄ Ë ÊU|Wë:Ë;dã „…bMÙ U|ó:|ñœ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

„…Ë :v|ó:|ñœ UïUMOzñUJ! ÈW¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! WA:OJ! :vïdJïËË;ñ s:OìU8 Æ†WëœñU|œ

 ÆWJ!ñU|œ ÈË U|WA:OëËUÙ Ë WA:OJ! :vïbï«uï s|d¶ÅU! :vKOÙW¶<«;ñ Æœ«“Uz :ÈË«;ñ:uÖ

Ü

GC Æ…d:Oî˛WN! :vï«b|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :u! p|eOï vëW|UN!

¨W|WÙ «bÑUïœ dÖñWÄ vëW|UN! :vïdJïËË;ñ s:OìU8 ˜Wz

…d:Oî˛WN! :vï«b|dÖWç~:OÄ :v|WJì:uëËUÙ :u! p|e:Oï vëW|UN!

 Æ©˝ãdD¶î ˝DIï® dÖñWÄ ôU8 :vÑWz Uï«œô v¶AÄ

ê«e:OÙ ñW< ‰ dÖñWÄ ôU8 UïdJ:O"ñUë :vfi4W!

 ÆWJ! :vï«b|dÖWç~:OÄ

9:v|bï…u|WÄ :ÈË :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8 ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

UäUïËuè ‰ vëWOO!U"uè :v|˛ «ñW§ÑUMì «ËWz †WëœñU|œ

 Æ:u8 UÑx:OÄ UïU¶|Wè Uï«b:|dÖ :u! XOA:OëœWÑ :vî…œ Ë †…;ñWM!

1.4

2.8

4

3
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 dÖñWÄ ôU8

209 ft180178155148130

113 108 124
147

200

777A300767757737 super 80

156 ft



 v:OÄ U|ó:|ñœ

:v¶<«;ñ :v:OÄ U|ó:|ñœ Ë :vï˛W! U|ó:|ñœ

 :vï˛W! U|ó:|ñœ

27.5

178

26.5

179

25.0

172

31.0

186

28.5

181

28.0

180

29.5

185

28.0

183

27.5

179

26

172

24.5

170

29.0

181

Ü

GC ÆWJ!WM:|Ë ÈW¶A8 s:O|«b:OÄ Uïbï«uï :u! :vïdJïËË;ñ s:OìU8

 ÆvJ|eOï » Êbï«uï s|d¶ÅU! vK:OÙW¶<«;ñ U|WA:OëËUÙ UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! ñW|Uî UO:|;ñ

ê Æ…d:Oî˛WN! :vï«b:|dÖWç~OÄ :v|WJì:uëËUÙ :u! p|eOï :v|UN!

10Ê«Ë ˛ vJ:OzñWÙ Uï˛W! U|ó:|ñœ uë †WëœñU|œ W˘U! UáO" s:Oî«bïWz s:O|«b:OÄ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8

 ÆXOM:|uïœ Ê«d"WLO¶ïU< » :v¶<«ñ :v:OÄ U|ó:|ñœ Ë

113 2 1

2 5 12

x y

x x

− = −

+ =

⎧
⎨
⎩

12− + =

+ = −

⎧
⎨
⎩

x y

x x

2 1

2 5 2

g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

 ÆWJ!ñUJOÅ vK:OÙ vëWîW¶fiO< ñWÙ
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   :vÅW!

22
 Wï«Ë

1.s:OîW¶fiO< UïdëñUJOÅ

» vK:OÙ s:O|WA:OëËUÙ

     ÆÊ«Ë«dï«“Wï :v<

2.    ÆvKOÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ

3. ÆÊUO|dëe:|;ñ Uï«bJ:Oì

4. ÆÊUO|dëe:|;ñ :ÈË«;ñW~˘WÙ

d!W3

Algebra

vÅW!2
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Ê«Ë«dï«“Wï ËËœ » v|WA:OëËUÙ ËËœ :v| vKOÙ :vîWL¶fiO< «ËWÇ v|Ëu!d:Oã dA:OÄ s:Oì:uÄ ‰ u"

 :vîW¶fiO< Wïó:O!œ Ê«ñU3 „WìWÖÆ        vK:OÙ :vîW¶fiO< uJïUz ¨ÈWëœñUJOÅ3» vK:OÙ s:O|WA:OëËUÙ

s:O|WA:OëËUÙ vëWîW¶fiO< :u| :vM¶! Uë…ñUJOÅ UM"ñUî˛WÙ :u! ¨         :vîW¶fiO< Ê«Ë«dï«“Wï :v<

 ÆXO! Ê«Ë«dï«“Wï «ñUî˛ vïUfiëW| ÊU|WA:OëËUÙ «ñUî˛ v¶AÖ vëW|…u:OÅ » X:OÑœ vK:OÙ

vÅUÄ ¨        :vîW¶fiO< :u! Èñ:uÙ:u~! :vOîW¶fiO< ÈËWz X:OÑœ         vëWîW¶fiO< UïdëñUJOÅ :u!

   Æ :Èœ“U| ô:uÄ ‰ :v|Ëu!d:Oã u" s:|ËWz vMO!ñUJ!          :vîW¶fiO< UïdëñUJOÅ s:O|;ñ

Ê«Ë«dï«“Wï :v< » vK:OÙ s:OîW¶fiO< UïdëñUJOÅ

 ZïUîñUz

•:vîW¶fiO< s:|ñUJOÅ Uïbï«uï

ËË;ñœ Ê«Ë«dï«“Wï :v< » vK:OÙ

 Æ«bOïU"uÄ :v¶8W"

•vK:OÙ :vîW¶fiO< UïdëñUJOÅ

 :Èd!W3 » Ê«Ë«dï«“Wï :v< »

 U|Wï«Ë

11
 UïdJï«dÖ :vîW¶fiO< v:OÅœ u"3
Ê«Ë«dï«“Wï :v< » v :̇OÙ s:O|WA:OëËUÙ

s:|ñUO<dÄ „WìWÖ UïdëñUJOÅ :u! vMO!ñUJ!

UïdJ~ïW< :vîW¶fiO< vë…Ë ¨Wï« :̨Ë;ñ UïU|˛

„…bMÙ ‰ ÊUO!U"uè UM"dÖñ…Ë ‰ ÊU|…d/

 Æ Ê«ó:Oì:uë

 øvÇ:u!

Solving Linear systems in 3 unknowns

 ÆÈñ«u8 ‰ vKOÙ :vîW¶fiO< UïdëñUJOÅ :u! WMO!ñUJ! :vï«œô U:O|;ñ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1 :v| vK:OÙ :vîW¶fiO< UïœdëñUJOÅ3 Ê«Ë«dï«“Wï :v< » v|WA:OëËUÙ

2 2×

2 2×

2 2×

3 3×

3 3×

2
 Æ…ËWJ!:uë      Ë      ÈWA:OëËUÙ ËËœñWÙ

 ˜U~M:OÄ1∫ Æ…b!ô Ê«Ë«dï«“Wï :v<ñWÙ ˛ :vJ:Oz

 :ÈË«dï«“Wï uë …ñU|œU| U<…ËyËËœñWÙ ‰ :ÈË  s:O|WJì:uëËUÙ vJïuÇ :̈vï«œô :u! …d¶ÅU!

  ÆWïËËœuJ:Oz :È˛œ       Ë        s:O|WA:OëËUÙ

x y z

x y z

x y z

+ − = −

− + =

+ + = −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 3 2

2 2 7

2 4

1

1

2

2

3

4

12 �� �
�

�������

x y z
x y z
x z

+ − =−
− + =

− =

2 3 2
2 2 7
3 2 5

1
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   …b§ìËWÙ ∫:Èñ«u8 ‰ vKOÙ :vîW¶fiO< UïœdëñUJOÅ :u! WMO!ñUJ! :vï«œô UO:|;ñ

 «ó:Oì:uë ‰ :vM"dÖñ…Ë ‰ s!WÙ ËË“…ñUz s:|ËWz

 » «b:OïUJ|ñW! ˜Uïœ WMÇ :Èœ ¨ :v|ñU|“«bïWz3ÊU"W!U!

 s:OîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ :u! ©©ÈeOK~MOz vïUî“ Ë Xfiï«“ Ë ÈñUëdO!®®

s:O|…d/  ©ÊdJ~ïW<® UïdJï«dÖ » XO!œ X<W§¶AÄ :vMOMJAÄ U|Wïó:Oì ¨Ê«Ë«ñu:OìUÄ s:O|…d/

‰ XO!“«ËUO3 U| ËWz XO!b:OÇ ©©:vëW|…ñUî˛ ‰WÖœ Ê…œbJ:Oì vëW"W!U! ñWÙ U|…d/®® Ê«Ë«ñu:OìUÄ

 s:O|…d/ ñW§î«ñW! :v|W¶A8  ¨Èœ vëW"W!U! ñWÙ U|…d/ UïdJï«dÖ3Ë ¨ÊU"W!U! :v<ñWÙ ‰ Ê«Ë«ñu:OìUÄ

UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! v|W¶A8 s:O|«b:OÄ Æ:vïdJï«dÖ v¶AÄ †WëœñU|œ  Ê«Ë  ˛ vJ:OzñWÙ :vîW3ñW<

     ÆvëW"W!U! ñWÙ U~ïW<

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2 :vë…óOìuë ‰ :vM"dÖñ…Ë UïUJ|ñW! ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

3 1

 ˜U~M:OÄ2 ∫:v|UN! UM¶ãWë X<…b! :u! WJ!ñUJOÅ ÈËu!«b|WÄ U|WA:OëËUÙ Ë …b!ô Èœ vë…Ë«dï«“Wï

 :ÈË«dï«“Wï ¨ :vO:O< :ÈË«dï«“Wïx …b!ô

 ˜U~M:OÄ3 ∫ ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ :u! WM:ON!ñUëW!        vL¶fiO< vïUëWA:OëËUÙ Wì p:OëW|x

 ˜U~M:OÄ4 ∫ s:O|UN!x Ëz :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u! ÈdëñU|œœ :vîW¶fiO< s:O|WA:OëËUÙ ‰ Uï«œ s:ON3 ‰y Æ

 s:O|Ë«dï«“Wï ËËœñWÙ » Èœ UëW|WA:OëËUÙ UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ!      Ë      s:O|WA:OëËUÙ ËËœx Ëz Æ

1
2

1

2

1

2

4

5

5

4
5

 W¶O!œ vîW¶fiO< «ñUJOÅ

 W|WÙ         vK:OÙ vëWîW¶fiO< Wë:uïW"

 ÆWJ!ñUJOÅ :vï«œô UïUMOzñUJ! vîW¶fiO< ÈËWz

 ‰WÖœ      U|WA:OëËUÙ−2…b§:Oì

‰WÖœ ÈËu!«b|WÄ U|WA:OëËUÙË

  ÆWJ§î:uë      U|WA:OëËUÙ

 ‰WÖœ      U|WA:OëËUÙ3Ë …b§JOì

‰WÖœ v|Ëu!«b|WÄ U|WA:OëËUÙ

 ÆWJ§î:uë       U|WA:OëËUÙ

−1 :vN'z  ÆWï«œ

 ÆWMO!ñUJ! :vïUï«bN'

x y z
x y z
+ − = −
+ + = −− ( )
2 3 2

2 42

�� �x y z

x y z
x z

+ − = −

− − − =
− − =

2 3 2

2 2 4 8
7 6

2 2×
3 2 5

7 6

x z

x z

− =

− − =

⎧
⎨
⎩

���� ��3 2 5

7 63

x z

x z

− =

− − =( )
������

�������
������

3 2 5

3 21 18

23 23

x z

x z

z

− =

− − =

− =
��������z = −1

2 × 2

− − =

− − =

=

−( )
x z

x

x

7 6

7 6

1

1

x y z

y

y

+ + = −

+ + = −

= −

( ) −( )
2 4

2 4

3

1 1

1 3 1,� ,�− −( )

:Èd:OÑ ‰ Æ        vKOÙ :vîW¶fiO< UïœdëñUJOÅ :u! vMO!ñUJ! :vïUï«bN' UO:|;ñ :vOÅœ u" U<…ËñWÙ

 Æ         :vîW¶fiO< :u! È;ñ:uÙ:u~!         :vîW¶fiO< :vOÅœ u" U<…ËñWÙ3 3×

3 3×

− + + =
+ + =

− − + =

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

x y z

x y z

x y z

2

2 3 1

3 4

7

4

2 2×

 ÈñUëdO! ÈeOK~MOz vïUî“ Xfiï«“ ÂW3ñW<  Ë«ñu:OìUÄ

 Ê«“u<

 œ«“Uz

 ñUOÅuÙ

90

70 6080

70700 60

06060

590

240

→→

→→

3

1

5

4



5 4
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:Èñ«u8 ‰ s:O|«b:OÄ ˜ËËœ ‰ q:O|ñ«œ˛uï «ó:Oì:uë ‰ :vM"dÖñ…Ë UïUJ|ñW! ‰ vëW"W!U! ñWÙ UïdJï«dÖ

   ÆWJ!ñU|œ

   …b§ìËWÙ

1

4

2 1

3  ˜U~M:OÄ2 ∫ :ÈË«;ñ:uÖy :ÈË«;ñ:uÖ :vÄz      Æ      U|WA:OëËUÙ UïUMOzñUJ! …d:Oî˛WN!

 ˜U~M:OÄ4 ∫ËËœñWÙ ‰ v¶ãWë X<…b! W" :vîW¶fiO< ÈËWz UïdëñUJOÅ :u! WMO!ñUJ! :vï«œô

Æ      Ë       s:O|WA:OëËUÙ

 ˜U~M:OÄ5∫ ÆWJ!ñUJOÅ v¶ãWë W" X<…b! U|WA:OëËUÙ ËWz

 ˜U~M:OÄ7 ∫ :v|UN!x Ëz :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u! Wï«œ Ê«Ë s:ON3 ‰      U|WA:OëËUÙ ‰y Æ

 ˜U~M:OÄ6 ∫ :v|UN!x :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u!     U|WA:OëËUÙ ‰ Wï«œ :ÈË :vN3 ‰z Æ

 :v|ñUëdO! U|…d/ U~ïW<         ¨         ¨         W¶O!œñUJOÅ5 Xfiï«“ U|Ë3 ÈeOK~MOz U|Ë1 Æ

 ˜U~M:OÄ3 ∫ :v|UN!y Æ     Ë        ÊU|WA:OëËUÙ ËËœñWÙ ‰ Wï«œ :ÈË :vN3 ‰

 ˜U~M:OÄ1 ∫ :ÈË«;ñ:uÖx :ÈË«;ñ:uÖ Ë ÈñUëdO! :v"W!U! U|…d/ U~ïW< :u!y:v"W!U!  U|…d/ U~ïW< :u!

 :ÈË«;ñ:uÖ Ë v¶fiï«“z:v|…u:OÅ ñW< ‰ ÆWMO!ñUJ! ÈeOK~MOz :vïUî“ U|…d/ U~ïW< :u!

s:O|«b:OÄ  ÊU|WA:OëËUÙ vëWîW¶fiO<

  ÆWfiOçM! v|W¶A8

 :ÈË«;ñ:uÖ uë :Èb! u8 :ÈñW! x:v|ñUëdO! U|Wï«Ë ‰ ÈñUOÅuÙ vJïuÇ Æ:v:O< U|WA:OëËUÙ ‰ …ñU|œ v|Wï

W|…b! :u8 :ÈñW! u" WëWÙ ¨X|;ñ:uÙ:uÖUï ÈñUë ÈËWz êOÙ vë…Ë«;ñ:uÖ UïËu!Wï ¨v"dÖñ…Ë U| dH<

 U|WA:OëËUÙ3 :v:OÅœ u" ¨y :vÄzvÑWz UM|;ñ:uÙ:uÖ :u! †Wëœ :v|ñUJ|ñUÙ …ñUë ˜Wz ¨vfi:OçM!

 Æ:vïUï«bN' UïUMOzñUJ! Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœ » vK:OÙ :vëWîW¶fiO< :u! vîW¶fiO<

90 60 70 700

60 70 80 590

60

x y z

x y z

y

+ + =

+ + =

+��������� 660 240z =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2

4

5

4

5
6

3

y  :vÄz Æ…d:Oî˛WN! 60 60 240y z+ =y z= −4

90 10 460

60 10 310

x z

x z

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

90 60 70 700

60 70 80 590

4

4

x z

x z

z

z

+ ( )+ =

+ + =

⎧
⎨
⎪ −

−( )⎩⎩⎪

90 10 460

60 10 310
30 150

x z

x z
x

+ =

+ =
=��������

30 150

5

x

x

=

=����

90 10 460
10 10

5( )+ =
=

z
z������������

�����������������z =1

90 60 70 700
60

5 1( ) ( )+ + =y
y������������ �������������

��������������� �������������
=
=

180
3y

z =1 y = 3 x = 5

 s|dOÅ

 ÈñUëdO! ÈeOK~MOz vïUî“  Xfiï«“ ÂW3ñW<  Ë«ñu:OìUÄ

 ˜ô:u<

 UïU<

80

80 700

50430 70

907080

370

490

→→

1 :vï«“u< s:O|…d/

 œ«“Uz s:O|…d/

 ñUOÅuÙ s:O|…d/
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 «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2

 øÈWëœñUJOÅ :Èñ«u8 ‰ :vîW¶fiO< vÑWz vë…Ë vKOÙ vëWîW¶fiO< «ËWÇ

:ÈbMÙ :vO! :vîU$Wz :ÈËWz WOOÙW~! v:OÅœ u" :ÈñWz ¨WîW¶< vëWîW¶fiO< :Èñ«u8 ‰ :vîW¶fiO< ˜Wz

 ÆWJ§ïËË;ñ øÈWJ!ñUJOÅ vîW¶fiO<

 ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ

 ÆWJ!ñUJOÅ :Èñ«u8 ‰ vëWîW¶fiO< ñWÙ UïœdëñUJOÅ :u! :vï«œô UO:|;ñ

 ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

   ÆWMO!ñUJ! vëWîW¶fiO< ñWÙ UïdëñUJOÅ :u! :vï«œô UO:|;ñ

1

x y z

y z

y z

+ + =

+ =

+ =

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

2 3

2 3

2 5

x y z

y z

z

+ + =

+ =

=

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

2 4

2 3

5 5

345

− + + =

− + + =

− + =−

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

2 3 20

3 2 21

3 2 3 9

x y z

x y z

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ − =−

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

2 3 9

3 2 5

4 5

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ − =

+ + =

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

2

7

8

2 4

3

6  ∫ÈñUë U| Èd:OÖñUëË ÊUë:Ëñ«“ :u! ∫XOÅ:Ëdãœ ÊU¶:OKÄ s:|ñ:u3 :v< Êô…˛Uz vâäU! :ÈñW!Wç:|;ñ

‰ Êô…˛Uz :v|WâäU! :u! :ÈñËË˛ Uï:uÇ s:O¶:OKÄ UM":Ë;dã :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8  ÆÊUï“Wî Ë ÊU|WKOM<

 :vî…œ3 Æ…d:Oî˛WN! ÊU¶OKÄ s|ñ:u3 :v<ñWÙ ˛ vJ:OzñWÙ :v|UN! Ë †WëœñU|œ Ê«d:Oîóî…œ

 Â…œ ÊUï“Wî :u! ÊU|WK:OM< :u!ÊUë:Ë;ñ«“ :u! ñUM|œ » ÊUM":Ë;dã :v|UN!

5

5

4

10

5

2

12

4

3

310 000

155 000

92 000

 Êô…˛Uz :v|WâäU! :u! ñËË˛ Uï:uÇ

16 00 15 00: :−

17 00 16 00: :−

18 00 17 00: :−

789

2 3 1

4 3 2 4

3 2 5 3

x y z

x y z

x y z

− − =

+ + = −

− + + = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

5 6 2 21

2 3 3 9

3 9 4 24

x y z

x y z

x y z

− + =

+ − = −

− + − = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

4 7 42

2 2 3 26

2 3 5 10

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + + = −

− + =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪
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GC
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GC
Ü

ê

O

10 ∫:È˛ñ:ËWÅUÄ Èó:O§ï«d¶< UïUJ:|ñW! ‰ ∫:vOÅ:u8 :u!Ê«ñWçOÄ :v< ˜ËËœ ‰ :vï«œñU|;d! U|Wïó:Oì

:vJ:OzñWÙ :u! ¨XO~ïW<bìWÙ Ê«ñWJïUJ|ñW! åÊUMO£Nº! Ë :v|:uïUÅ ñW< ‰ ÊUO¶<…Ë«ñ Ë …dÙW!ò
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:u! :vJOÙUîËœ UïbïU~ïWfiìWÙ U| ÈœW< U|…ó:|ñ ÆÊ«Ë ˛ vJ:Oz ñWÙ :u! :vOÙUîËœ UïbïU~ïWfiìWÙ

ø…bïWÇ vë…ñWçOÄ ñWÙ

 ñWJïUJ|ñW!
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 …dÙW! :v|:uïUÅ ñW< ‰ ÊUO¶<…Ë«ñ ÊUMON£º! :vJOÙUîËœ UïbïU~ïWfiìWÙ
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 ‘“ñ…Ës:OìU8 uë Ëu! :vJ:Oz :v<Wë WO§î«œ Èuì UJ|d:OîWz ‰ :v"W!W< UÄW" UO"WJ:Oz U|ËËó:Oî ‰
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 Æ…ñËuMfi:O! ¨…ñ«œñuM< ¨WîW¶< :ÈñWz WJ§MOì:uÄ vë«WîW¶fiO< ñWÙ

 ‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

g:OÄ :u!  „WM|d:OM:Oì

 vÅUÄ ¨WJ!ñUJOÅ ÊU|W~ïW<ô :vîW¶fiO< :vïdJïËË;ñ WM:|Ë »3:ÈñUJOÅ «ñWÑ…œ ˛ ÊôU8
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Ë :u¶ïWîWÇ „…Ë¨Èœ s:O"W!U! :vN3 ‰ ÊUë…ËËñ » WM|dJÅ:uÄñW< s:O|ËË;ñ ËWz ¨p<Wë s:O|ËË;ñ

5M"ñ«ó§ìWÙÆ†WJ! v|«ËWÙ :Èñu3 UïdJëUÇ Ë :̈vO"UîñWÖ s:O|WKÄ UïdJîeï UO|ñUJ|ñUÙ :u!˛ ¨ÈbOîñWè

:u! vç¶:OÄ :v|«ËWÙ :È;d!Ë ¨ÊUë…ËËñ :v8dï ˜ËËœ ‰ Ê…œœ Ê…œœ ÂU$Wz ÊU|WâäU! s:|ñU|“«bïWz

 ¨†óîbìWÙ „…ËË;ñ :ÈËWz :vïËu!ñUë :ÈbOfië:uz Â…ËËœ :È;d! Ë ¨ÊUë…ËËñ vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄLinear

programmingU|WA8Wï :ÈË :u! :v|UÙW! s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî UïdëñU|œ :u! WëW:O|;ñ

 Æ:ÈñUO<dÄ s:O3ñWî Ê«Ë Wïó:O!œ ¨†Wëœ ÊU3ñWîUï«œW<UÄ

 ÃñWîConstraint Æ«œ vKOÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ «ñUO<dÄ œ WëW|W~ïW<ô

uë ¨Êbï«uï W¶:ON! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » †Wëb8U< ÊU3ñWî ËuîWÙ «ËWz :ÈñUJOÅ ôWî:uë XO!b:OÇ

 vïó:O!œË XO!œ«b|WÄ «bOïU":uÄ v¶8W"ËË;ñ œ „…ñWÑ…œ  v|U$uÖ «ñWÑ…œFeasble Region Æ

 vK:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ

 ZïñUîUz

•vK:OÙ vî«dÖ:ËdÄ s:|ñUO<dÄ

 ÆÊWëœñUJOÅ

 Wï«Ë

22ÊU|WâäU! s:|ñU|“«bïWz

:u! sMOz…œñUJ! vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ

s:Oë…ËË;ñ Ê«ËWz UïdJïUAOM¶<…œ

p<Wë s:O|ËËñ ñW< ‰ s:OÑœ

 ÆsMOâ!

 øvÇ:u!

Linear Programming

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1vëWâäU! u! v|…“«bïWz vëW|WA8Wï Ê«Ëd:O< ∫:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » v|U$uÖ «ñWÑ…œ Uïbï«uï

:Èñ:u3 :vë…ËË;ñ ÊUë…ËË;ñ s:|ñ:u3 ËËœ UïUMOzñUJ!          ˛ XO!d"…b:|“ Wï ÈË :ÈñW!ËË;ñ XOA:Oëœ

ñWÙ :v|UN! ¨†WëbÅ:uÄ«œ      :ÈñW!ËË;ñ :ÈËËœ :Èñ:u3 :vë…ËË;ñ  Ë ¨†WëbÅ:uÄ«œ        :vJ:Oz

ÊuOKî p:Oz ˛ XO! d¶Ä Wï ÊUë…ËË;ñ U|Ëuâ:Oì X:OÑœ ÆÊñUM|œ        Ê«ñ:u3 ËËœñWÙ ˛ vëWë…ËË;ñ

   ÆWM:|uM! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » v|U$uÖ «ñWÑ…œ Ë WfiOçM! ÊU3ñWî ÆÊ«ñUM|œ

  ˜«ñ«“

Vocabulary

 vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ

Linear programming

 ÃñWî

Constraint

 v|U$uÖ «ñWÑ…œ

Feasible Region

 UH0 U|WA8Wï

Objective Function

  :v|UL:OÙx Ë Wï«œ :vJ:Oz :Èñ:u3 s:Oë…ËË;ñ «ñUî˛ :u!y    ¨Wï«œ :ÈËËœ Èñ:u3 s:Oë…ËË;ñ «ñUî˛ :u!

s:|ñWÑ…œ ËuîWÙ ˛ X:OÙbJ:OÄ «ñWÑ…œ ËWz ¨WJ!ñUJOÅ :ÈñUO<dÄ vëW3ñWîñWÙ :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë »

 W" X<…œ » «ËWz W|…ñWÑ…œ ËWz v|U$uÖ «ñWÑ…œ ¨WJ§~ï…;ñ «œu3 s:|ñUJOÅ

WM!œ :ÈË s:|ñW< s:OìU8 ¨WëW|ô ñ«uÇ ËWz ¨XOÑWëœ
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 ∫ÊbïU*W< W¶:ON! :Èñ«u8 ‰ UÑWz v¶ãWJA:OÄ UO|ñUëdO! :v|:uÙ » W|«bïUOÅœ U|

   :ÈñUO<dÄ :vÑ :u! v|U$uÖ «ñWÑ…œ :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » ÆWM:|uM!

«bOïU"Ë:uÄ :v¶8W"ËË;ñ œ v|U$uÖ «ñWÑ…œ Uïbï«uï ¨ÈWëœñUJOÅ vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ Uë…ñUO<dÄ :vî…œ

s:O|UN! s:|ËWz ¨Èd:Oî˛WN! Ê«Ë«;ñ:uÖ s:O|UN! Ê«Ë u" X:OÑœ Ê«ñU3 „WìWÖ ¨WOOï ”W! :vM¶!

 :vA8Wï :vÑ Wïó:O!œ ¨UÙW! s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî WïWëœ :vëW|WA8Wï

 ©˝FHM*« ˝ì«œ® UH0 U|WA8WïUH0 U|WA8Wï XO!b:OÇ Æv|U$uÖ «ñWÑ…œ :u!

 Æ s!… Ê«Ë˛ :uÇ ÊU| s!WÙ WçJ:OÄ ËËœñWÙ ÊU| UÙW!  s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî

   …b§ìËWÙ

Ë W|WÙ UÙW!  s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî UH0 U|WA8Wï

  Æ       sMOï WçJ:OÄËËœñWÙ

Ë UÙW! s|d¶ï“Wî  UH0 U|WA8Wï

 ÆW|WÙ UÙW! s|d¶ëËuâ!

   ñËuMfi:O! s:|ñWÑ…œ Ë ñ«œñËuM< s:|ñWÑ…œ

…ñ«œñËuM< U| UH0 «ñWÑ…œ …ñ«œñËuM< U|Wï UH0 «ñWÑ…œ

       ˛

 WïôU<

CO
2

1.05kg ˛

 WïôU<

:ÈËËœ :Èñu3:vJ:Oz :Èñu3

CO
2

0.7kg

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

 «œ vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ œ ÈñW< :vJîWÇ

UÙW! s|d¶ëËuâ! ÊU| UÙW! s|d¶ï“Wî «œ vK:OÙ :vî«dÖ:Ë;dÄ Uë…ñU<dÄ œ UH0 U|WA8Wï WëWÙ

 ÆUH0 «ñWÑ…œ s:|ñW< ˛ vë…ñW< pMì v|UÙW! vÑ W¶OÙWÖ WA8Wï :Èœ ¨XO!WÙ

ËWz W|UâäU! :ÈñU|“«bïWz Ê«Ëd:O<

UïËu§fiOÄ UïdJL:Oë W"…œœ :vO~ïdÖ

Ê«Ëd:O< :vî…ñWî :vÑ :u! ˛ Ë ¨v|«ËWÙ

Â…ËËœ s:Oë…ËË;ñ Ê«Ë «ñUî˛ uë †œœ ‰ËWÙ

s|d¶ï“Wî ÊóîbìWÙ :vï:u!ñUë :Èb:Ofiëuz

Â…ËËœ UM|óL˘WÙ s:O|«;dJ:O" ¨XO!

 WïËu/ s:O|«b:OÄ Ë :vï:u!ñUë :ÈbOfiëuz1

˛ ÊUë…ËË;ñ «ñUî˛ UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ!

 ÆÊ«ñ:u3 ËËœñWÙ
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 ÆÊU3ñWî ÊUÑ d:|˛ ‰ WJ!ñU|œ                       UH0 U|WA8Wï :u! UN! s|d¶ï“Wî    …b§˘ËWÙ

250 150,�( )

 ˜U~M:OÄ1∫ ÈË«;ñ:uÖ :v|UL:OÙCWO"UÙ :ÈËWz :vï:u!ñUë ÈbO<uJz Â…ËËœ :u!

 :v|UL:OÙ ¨Wï«œ s|ó*WÙx Ë :vJ:Oz :Èñu3 s:Oë…ËË;ñ «ñUî˛ :u!y«ñUî˛ :u!

 ÆWfiOçM! UH0 U|WA8Wï ¨Wï«œ :ÈËËœ :Èu3 s:Oë…ËË;ñ

C x y= +0 1 05. .7

 ˜U~M:OÄ2 ∫«ñWÑ…œ Ë WfiOçM! :ÈñUO<dÄ s:O3ñWî

 ÆWM:|uM!  v|U$uÖ

 ˜U~M:OÄ3 ∫ Æ…d:Oî˛WN! v|U$uÖ «ñWÑ…œ s:|ñW< ˛ vë…ñW< ñWÙ pMì UH0 U|WA8Wï :v|UÙW!

 Ê«Ëd:O< X:OÑœ250 Ë :vJ:Oz :Èñ:u3 ˛ ÊUë…ËË;ñ150:È;d! «œ XOMOâ! :ÈËËœ :Èñ:u3 ˛ ÊUë…ËË;ñ

 Æv|UÙW! …;dÄ ÈË W¶OÙW~! ÊóîbìWÙ v|WâäU! s:Oë…ËË;ñ :ÈËWz :vï:u!ñUë :Èb:Ofië:uz Â…ËËœ
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0 7 400 1 05. .( ) ( )+ 0
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s|d¶ï“Wî W¶ÙWÖœ UH0 U|WA8Wï

 Æ                pMì UÙW!250 150,�( )
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   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3 Ê«ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

ÈËWz ÈñUë vÑ :u! ÆXï«œ «bïUJ§ìWà Ë :vïñ«u8 Êu¶fiO! X:OÑœ ÆÊUá<WÙ UïËu!ñ«u< ôUÑW¶fiOÑ ‰

 Wï« :̨Ë;ñ U| Ê«Ë ˛ vJ:Oz ñWÙ U:O|dë Ë ¨ÊUMOzñUJ! ñ:uáfi! s:|ñUJ:|dë „…bMÙ60 000Ë ¨Ëu!ñUM|œ

 UO:|dë UïUMOzñUJ! Wï« :̨Ë;ñ U| Ê«Ë ˛ vJ:OzñWÙ ñ:uáfiÄWï s:|ñUJ:|dë „…bMÙ40 000X:OÑœ ¨Ëu!ñUM|œ

 Ê«ñUJ|dë W"…b! Ê«Ëd:O< :ÈñUÄ :vî :̨uë ËWz1 440 000:ÈñUJ:|dë p:Oz ñW§î«ñW! «Ëd:O< ¨XO!ñUM|œ

 :vM¶! ÆW|WÙ ñ:uáfi!Wï s:|ñUJ:|dë :v< » vÑb:OÄ v<UL:OJ! ñ:uáfi!16X<…b! ñ:uáfi! s:|ñUJ:|dë

 ñ:uáfi! :ÈñUJ:|dë ¨7ãWë25 ñ:uáfi!Wï s:|ñUJ:|dë Ë «b:Oë…d:Oîóî…œ œ p|œuè18«b:Oë…d:Oîóîœ œ p|œuè

X<…b! ÊUJ|œuè «ñUî˛ s|d¶ï“Wî «œ …d:Oî˛WN! Ê«ñ:u3 ËËœñWÙ ˛ Ê«ñUJ:|dë «ñUî˛ ÆÊdJ¶<ËñœÆXOÑWJ!

1 WÙW~! :ÈñUO<dÄœ

:vëW|W¶fiOì ¨ñ:uáfi!Wï  s:|ñUJ:|dë «ñUî˛ Ë ñ:uáfi! s:|ñUJ:|dë «ñUî˛ ∫X:OÙbJ:OÄ ÊUJAÄ ËËœ ˛ í<ñW!

 ÆWJ§¶<Ëñœ @ïdÖ s:OMOï«e:OÄ ˛

• ñ:uáfi! :ÈñUJ:|dë UO:|dë60 000 ñ:uáfiÄ Wï :ÈñUJ|dë UO:|dë ¨«bJ:| :̨Ë;ñ œ …ñUM|œ40 000œ …ñUM|œ

 Æ«bJ:| :̨Ë;ñ

• Êu¶fi:O!1 440 000 ÆWï«œ Ê«ñUJ:|dë  U:O|dë :u! È…ñUÄ :vî :̨uë „…Ë ñUM|œ

• ñ:uáfi! :ÈñUJ:|dë25 ñ:uáfi§ÄWï :ÈñUJ:|dë Ë †Wëœ X<Ëñœ «œ :vë…d:Oîóî…œ œ ÊUJ:|œuè18

 Æ«b:Oë…d:Oîóî…œ œ †Wëœ X<Ëñœ ÊUJ|œuè

• » vÑb:OÄ v<UL:OJ! ñ:uáfiÄ :ÈñUJ:|dë p:Oz ñW§î«ñW! Êu¶fi:O!3 ÆW|WÙ ñ:uáfi! Wï s:|ñUJ:|dë

• :vM¶!16 ÆW|WÙ ñ:uáfiÄ s:|ñUJ:|dë
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ËËœ » vÑb:OÄ :vïU‹ëËu"ñWÄ ¨X:|dJ! ÊUëËu"ñWÄ s:O!ô:Ëœ „…bMÙ XOÑœ :vëWïU‹ëËu"ñWÄ :ÈñW!Wç:|;ñ

 U|ó:|ñœ » W|WÙ ÊUJã…ñ s:|ñ:u3m320 U|ó:|ñœ » :vJ:Oz :Èñ:u3 s:O!ô:Ëœ ¨m32:ÈË U|Ëuâ:Oì Ë

200 000 :ÈËËœ :Èñ:u3 ˛ s:O!ô:Ëœ U|ó:|ñœ Ë ¨ÊñUM|œm16 :ÈË U|Ëuâ:Oì Ë125 000‰ ÆÊñUM|œ

 vÙ«b:|“ » ËWz :vïU‹ëu"ñWÄ ô:uÙ s:OïUç:OÄ ˜ËËœ8 Ë :vJ:Oz :Èñ:u3 ˛ ÊU!ô:Ëœ12:Èñu3 ˛ ÊU!ô:Ëœ

«œ X:|;dJ! vë…ñ:u3 ñWÙ ˛ ÊU!ô:Ëœ bïWÇ :vïU‹ëËu"ñWÄ :ÈñW!Wç:|;ñ X:OÑœ  ¨X|dÖœñ…Ë :ÈËËœ
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⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

= ⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎦⎥
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3. ÈUÖ:uë s:|dO|U"2 » …;ñ:uÙ:uÖ »6 Ë v|U<Uz s|ñ:u39:vîU$Wz :v|dëe|;ñ Æ»U|Uï s|ñ:u3

 UÙWÖ:uë :v$«“Uè Ë ¨WJ!ñU|œ :vï«bJ:Oì2   Æ…d:Oî˛WN!

   …b§˘ËWÙ

2. ©XO! ÈdëW<UM:OÄ U| WëWÙ® ¨WJ!ñUî˛WÙ :Èñ«u8 5ï«bJ:Oì vîU$Wz    …b§ìËWÙ

 ©ˇflœd'«® v¶fi8ñ…œ ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

:v|dëe:|;ñ Æ:vï«bJ:Oì :vîU$Wz UïdëW<UM:OÄ Uï«œñU|;d! :u! WMJAá! QïUO|dëe:| s:O|WïU8

B :v|dëe:|;ñ U|WïU8 Ë ¨A :vï«bJ:Oì :vîU$Wz ¨BA˛ Ë WO|dëW<UM:OÄ

 Æ W|         U|WïU8

BA

ê
 :v|dëe:|;ñ U|WïU8 Æ:vï«bJ:Oì :vîU$Wz UïdëW<UM:OÄ Uï«œñU|;d! :u! WMJAá! Ê«Ë s:O|WïU8A¨

 :v|dëe:|;ñ U|WïU8 ËD :vï«bJ:Oì :vîU$Wz ¨AD ÆWO|dëWï W<UM:OÄ
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3× 2
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AB:vîU$Wz ‰WÖœ WMOï ÊUfiëW|
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WMOï «bï«Ë«dëe:|;ñ Uï«bJ:Oìœ Èñ:uÖuìUz
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Ü GCDA BD

 Æv$«“Uè Ë v|:uâ:Oì Ë v"UÙ«œ UM"ñUî˛WÙ :u! :v|d:OÖñUë ‰ sMOzœñUJ! ÊUO|dëe:|;ñ

‰ :vï«œñUä s:|d:OîUz s:|ñ:u3 ËËœ ˛ :vÅ“ñ…Ë s:OìWÄ Ë ‰Wë UëWOïUáî:uë

‰ s:OìWÄuìWë :vJ:Oz :v|W¶A8 ÆXÅ:Ëdãœ «bïUÙWÖ:uëËËœ œ :ÈdãW! ñW<

:ÈËËœ :v|W¶A8 Ë Æ†WëœñU|œ vë…ñ:u3 ñWÙ ˛ ÊUÙWÖuë ËËœñWÙ

  Æ†WëœñU|œ v$«“Uè Ë v|uâ:Oì Ë s":Ëdã s:O8dï
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 …ñUî˛ :vì:Ë;ñ ÈdëñU|œ UëW|WïU8 ˛ WëW| :v|dëe:|;ñ ¨ÊUO|dëe:|;ñ Uï«bJ:Oì ‰1ÆÊU|…ñUî˛ Uï«bJ:Oì ‰ XMO!œ

 WëWÙA  :Èœ            U|WïU8 ˛ XO! v|WÅ:uÖñ«uÇ vëWO|dëe|;ñ

X:O!b:OÇ «ñËWì ¨Ê«bJ:Oì W¶:O!u8 ‰WÖœ v|WÅuÖñ«uÇ vëWO|dëe:|;ñ XO!b:OÇ vJïuÇ

 ÆXOÑWëœ X<…b! v|dëe:|;ñ ÈËWz «e:OÙ Ë ÊWJ!…ñU!Ëœ Ê«ñU3 bïWÇ :Èñ«œdë :ÈËWz

 ∫:Èœ                       WëWÙ
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 v|WÅ:uÖñ«uÇ :v|dëe:|;ñSquare matrixÈË s:OïËu¶< Ë ÈË s:|e|;ñ «ñUî˛ uë WO|dëe|;ñ ËWz

            U|WïU8 ˛ WO|dëe:|;ñ ËWz ¨sïUfiëW|

 vë…ñW< :v|…dO"Main diagonalU|WÅ:uÖ «ñW§ÑUï :ÈËWz W|…dO" ËWz v|WÅ:uÖñ«uÇ :v|dëe:|;ñ ‰

 ÆXMOÙWÖœ :v¶<«;ñ :v8…;ñ ‰ :Èñ«u8 U|WÅ:uÖ Ë :vÄWÇ :v8…;ñ ‰ ÈñW<

 WëW| :v|dëe|;ñUnit matrixvK! ˛ ÊdH< :ÈË s:O|Wï«œ ËuîWÙ ¨WO|WÅ:uÖñ«uÇ vëWO|dëe:|;ñ ËWz

 WM!œ ÆËuîWÙ ËWz uë vë…ñW< :v|…dO" ñW< WMÑWëœ s:O|Wï«œ Ê«ËWz1u! W|WÙ WëW| :v|dëe:|ñ p:Oz   ñWÙ :

  Æv|WÅ:uÖñ«uÇ s:O|dëe|;ñ s:O|WïU8 ˛          U|WïU8 ˛ vëWO|dëe:|;ñ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4ÆÈWÅ:uÖñ«uÇ s:O|dëe:|;ñ s:|e:OÙ

ÆXO! «bïUOÅœ U| WëWÙ …d:Oî˛WN!

I �����C= ⎡
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⎤
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⎢
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4.   ÆXO!«bïUOÅœU| WëWÙ …d:Oî˛WN! :v|dëe:|;ñ    …b§ìËWÙ
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 «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ÊUO|dëe:|;ñ ËËœñWÙ ‰ XO!WÙ X:OÑœ WOOÇ W3ñWî ËWzA ËB s:OA!«œ¨AB ÆÊd:Oî˛WN!

2                            :v|dëe:|;ñ ‰               :v|dëe:|;ñ Uï«bJ:Oì :u! WJ§ïËË;ñ ÊUÑU~M:OÄ Ê«ËWz

 ÆÈdëW<UM:OÄ U| ñWëWÙ …ó:O! :ÈË U|WïU8øWï ÊU| WO|dëW<UM:OÄ U| :vï«bJ:Oì :vîU$Wz :ÈñWz WJ!ñU|œ

 ˛ ÊUïUM:OÙ«;ñ UïdëñUJOÅ :u! WMO!ñUJ! :Èñ«u8 ‰ s:O|dëe:|;ñ6 U"WÙ.9WJ!ñUî˛WÙ :vï«bJ:Oì :vîU$Wz

 ÆXO!«bïUOÅœ WëWÙ

 ˛ ÊUïUM:OÙ«;ñ UïdëñUJOÅ :u! WMO!ñUJ! :Èñ«u8 ‰ s:O|dëe:|;ñ10 U"WÙ12…d:Oî˛WN! vë…e:OÙ ñWÙ Æ

 ÆXO!«bïUOÅœU| WëWÙ

,

 ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ
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‘UÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

g:OÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

ÆXO!«bïUOÅœ U| WëWÙ ¨WJ!ñUî˛WÙ p|;d! ñWÙ

 Æ                      Ë                      Ë
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 ÆXO!«bïUOÅœU| WëWÙ ¨WfiOçM! …u:OÅ
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7 s:O|UN! Ë vN3u8 s|dÖñWÄ s:O|UN! ËuîWÙx:u!

 Æ…d:Oî˛WN! Ê«Ë

8:u! :vïËu§L:Oë ˜…ñW!Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî

 ÆWJ!ñU|œ :v|WA8Wï :vÑWz

10WïWÙ WèuKÅ s:OìU8 bïWÇ :v|WA8Wï :vÑWz  ø

11vN3u8 s|dÖñWÄ s:O|UN! bïWÇ :v|WA8Wï :vÑWz

øWOOÇ Ê«Ë ˛ p:Oz ñWÙ :Èñ:u3 øWïWÙ

12 s:O|UN! Ë vN3u8 s|dÖñWÄ s:O|UN! ËuîWÙx Æ…d:Oî˛WN! Ê«Ë :u!

13 :vÑWz :u! :vïËu§L:Oë ˜…ñW!Ë ÊËu!…b:|“ ˜…ñW! s:O|…ËUî

 ÆWJ!ñU|œ :v|WA8Wï

9    U|WA8Wï ÆWMO!ñUëW!

f x x x x( )= + − −4 2 13 2

h x x x( )= − +6 4 54 7k x x x x( )= + − −3 2 4 12 6 4

g x x x x x( )= − + − −4 2 23 5 2 1

O

f x x x( )= − +3 23 1

f x x x x( )= − −1
3

1
2

3 2 2

x f x,� ( )( )

2 310−1−2x

f x( )

f x x x( ) 13 3== −− ++

 Æ…d:Oî˛WN! ñ«œ…œ«;ñ UëW|WA8Wï ñWÙ U|WKÄ

 U|Wï«Ë 561-3
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 ÈU3ËËœ U|WA8Wï s:O|UN! UM"ñUî˛WÙ » WJ§îU9 :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8Æ

 U|WA8Wï :v|UN! s|d¶ëËuâ!g :v|UN! ø WOOÇx ÆWJ!ñU|œ ÈË :v|

 vÑb:OÄ :vî…œ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8tÊ«d:Oîóî…œ »

:È“Wì ˜ËËœ ‰ ¨†WëœñU|œ rë        U|ñËËœ UM|;d!:u!

sv|W¶A8 ¨«bOë…d:Oîóî…œ œ Ê«d"WîuKOë »

«ñW§ÑUï WJ§îU$Wzñ…œ :vëWO|bï…u|WÄË WJ§îUîW"

 s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙt Ës    Æ†…b:|dÖ WÑËËœ p:Oz »

g x x x( )= − −2 2 2
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 v|«d:O8 †Uë ÈñËËœ
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 ÈË«;ñ:uÖ ËËœñWÙx Ëy¨ Ê«b:|dÖ WM:OÙœ Wï«ËW¶<«ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ UëWO|bï…u|WÄ » ËËœ uJ:Oz ‰WÖœ

          :vî…œ               ÊU|            WëWÙ uJïUz ¨X:O! ;ñ:uÖWï U| Èœ :v| ñW< ‰ Ê«Ë ˛ :vJ:Oz U|…ó:|;ñ WëW‡‡Ù

 Uë…“Wì » X|;d!œ „WK:O§îËd" UO|ñËËœ ËWz ÆXO! ÈdëñU|œ U| v¶<«ñ UëW|…ñUî˛

ÈñËËœ XO!…b:|“ Â…œ WëWÙ ¨vî…œ UM|;ñ:uÙ:uÖ ‰WÖœ X|;ñ:uÙ:uÖœ Wï«ËW¶<«ñ                   ;ñ:uÖWï

                             ÆXO!œ r:Oë ÈñËËœ XO! r:Oë Â…œ WëWÙ Ë XO!œ…b:|“

s|;ñ:uÙ:u‡Ö s:O|W‡A8Wï

 ZïUîñUz

•Ë s<Uïœ Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ

 ÆÊWëœñU|œ :ÈË :È;ñ:uÖWï

•s<Uïœ È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ

 ÆÊWëœñU|œ :ÈË :È;ñ:uÖWï Ë

•UM|;ñ:uÙ:uÖ  U|WA:OëËUÙ

 Æ5fiçïœ È˛UÑ:ËñW!

•UM|;ñ:uÙ:uÖ s:|ñUO<dÄ Ê«Ë

 È˛UÑ:ËñW! ÊU| Wï«ËW¶<«ñ

ÆÊWëœñUJOÅ ÊdÖœ ˜u‹!

 U|Wï«Ë

22
U|WA8Wï :vOÅœ u"

UïdJ|ñU|œ :u! vMO!ñUJ! s|;ñ:uÙ:uÖ

:u! s:OÑb:OÄ s:O<Wë Ê«Ë «ñUî˛

vë…Ë ¨vë…ñUë UïUMO£Nº!

:vëWî…œ œ vëWOïU8 UïdëUÑUz

 Æ«b|dJ|ñU|œ

 øvÇ:u!

Variation Functions

 ÊöO§îËd" UM":Ë˛UÙWëWÙ Æ†WëœWÑ Êö:O§îËd" UM"Ë˛UÙ Uïdëd:Oã :u! †W§|U" s:Oìu8 „WOïUáî:uë

 ñW§î«ñW! :vïUáîuë8vë…d:OãuÅ ˛ ñUM|œ               :vJ:Oz UO¶ãW4 ‰ :vïdJIÅWî s|d:Oîóî…œ

 ñW§î«ñW! È…ñUÄ bïWÇ ÊUáî:uë :Èœ  Æs"dÖñ…Ë11˛ :ÈËËœ UO¶ãW4 ‰ :vïdJIÅWî  s:|d:Oîóî…œ

X|;ñ:uÙ:uÖœ Wï«ËW¶<«ñ X|dÖœñ…Ë vïUáîuë :v|…ñUÄ :È;d! ËWz vï«e! WëWÙ ¨X|dÖñ…Ë Èd:OãuÅ

  Æ Ê«d:Oîóî…œ «ñUî˛ UM|;ñ:uÙ:uÖ ñW§î«ñW!

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1

f x kx( )=

f x( )

240000

y kx= y
x k=

k ≠ 0
110km h/

  ˜«ñ«“

Vocabulary

 s|;ñ:uÙ:uÖ s:O|WA8Wï

 Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙuÖ

 :vM|ñ:uÙ:uÖ :Èñ:uÖWï

 È˛UÑ:ËñW! UM|ñ:uÙ:uÖ

 :vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

 v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ

Variation functions 

Direct Variation

Constant of variation

Indirect variation

Vertical asymptote

Horizontal asymptote

vë…Ë ¨vë…ñUë UïUMO£Nº! :u! s:OÑb:OÄ s:O<Wë Ê«Ë «ñUî˛ UïdëñU|œ :u! vMO!ñUJ! s|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï :vOÅœ u"

ËËœuJ:Oz ‰WÖœ s|;ñ:uÙ:uÖ UëWO|bï…u|WÄ »©;d!®bMÙ ËËœ Ê«ñU3 „WìWÖ Æ«b|dëñU|œ :vëWî…œ œ vëWOïU8 UïdëUÑUz

UM|;d! :u! vÑb:OÄ :vî…œ Æ†WëœñU|œ Èœ U| s:O|UN! UM|;ñ:uÙ:uÖ ¨Ê«Ë˛ :vJ:Oz s:O|UN! UM|;ñ:uÙ:uÖ ¨Ê«b:|dÖ WM:Ozœ

:v|«bäW! :u! dOKÑWÙ ˛ ö:O§îËd" :ÈËWz «“Wì ‰WÖœ W|«b:|dÖ :v| WïËu/ „…Ë :v|«bäW! Ë dOKÑWÙ «ñW§ÑUMì :v|ñËËœ

vÑWz Wïó:O!œ ÆXO! r:Oë :Èœ :ÈË«“Wì XO! …b:|“ Â…œ WëWÙ Ë XO! r:Oë :Èœ Â…œ XO!…b:|“ :ÈË«“Wì WëWÙ ÆXOÇœ

 :v|bï…u|WÄ :Èñ:u3‰Æs|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8WïU|WA8Wï∫ÈdÖñ…Ë s|;ñ:uÙ:uÖ s:O|WA8Wï s|ñ:u3 ËËœ :Èœ :v|Wï«Ë TÑWz

Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï ËÆÈ˛UÑËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ

Wï«ËW¶<«;ñ UM|ñ:uÙ:uÖ

Wï«ËW¶<«;ñ UM|ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï

  v|…u:OÅ vÑ  ñW< ‰ :ÈË U|Ufi:|;ñ WëWÙ ¨Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ UëW|WA8Wï        U|WA8Wï Wïó:O!œ

XO!

     Wïó:O!œ ¨XO! :ÈdH< vK!˛ v¶<«;ñ UëW|…ñUî˛   :vî…œÆ:vM|;ñ:uÖ :È;ñ:uÖWï kk
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f x( )

 U|WïËu/ ‰ :vM|;ñ:uÙuÖ :È;ñ:uÖWï1 øXM:|uïœ ı

Æ;ñ:uÖWï UëWïËuÇWç:|;ñ » ÊUO:OÄ » :vïUNO3 «ñ:Ëœ ‰ XO!«ñ :vëW¶ÅWÖ » «œñU|;d! vï«Ëd:O<

 Ê«ËdO< :vJ:Oz UO¶ãW4 ‰6bïWÇ :ÈËËœ UO¶ãW4 ¸ ¨s|;d! rë        Ë ËuÇWç:|;d! :̨Ë;ñ

 Æ s"dÖñ…Ë v|ËuAÄ s| :̨Ëñ ËËœ ÈËWz vï«e! WëWÙ øËuÇWç:|;d! Ê«d"Wî:uKOë

u" ¨vK:OÙ U|WA8Wï ˛ W"W§|U" vë…ñU! Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï

         W|WÑWz vK:OÙ U|WA8Wï :v| v¶AÖ :v|…u:OÅ vï«“œ

 uëaË WOK:OÙW¶<«;ñ  ÈñôbU|WA8Wï ÆWOOïËu¶< UM|;d! ËËœ uJ:Oz

U| vïËu¶< UM|;d! ËËœ uJ:Oz ¨W:OO :̇OÙ UëW|WA8Wï Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ

  W¶O!œ :ÈË5U|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë uë XO!œñU|œ :vÑWz ˛Æ

   ÆX|ñ:u!œ «d"…;ñWM! ôU8 œ WëWK:OÙW¶<«;ñ Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ

dÖWM8…;ñ UïdëñeÙ

® U|WïËu/ v¶AÄ «ËWz WA:OJ! …b§ìËWÙ U|WA8Wï UïdJïËË;ñ1 :È© Æv"UÙ  …b§ìËWÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2 U|WïËu/ U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë1 ÆWA:OJ!

 uë WJ! vMO§:O" Ë ¨ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë …b! u8 :ÈñW!

 :vî…œ WO|dëW<UM:OÄ W| Wï WA8Wïx ˜Wz vJïuÇ ¨X|dÖœñ…Ë VìU< s:O|UÙW!

 ÆXOM:|uïœ :vïdJIÅWî s:|d:Oîóî…œ «ñUî˛ …Ë«;ñ:uÖ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3   ∫ÊbïUÇñ«œ

s:OK¶Å Ê«Ë «ñUî˛ Æ†ËË;ñ Uë…ñWÑ…œ ‰ Ê«ñ«œ s:OK¶Å        UïbïUÇ :u! «œ „WïU1WÄ :vOïUÑ…b|œ UëWáO"

 » XMOâ! v<Wë ËËœ UëWáO" ñWÙ10 Æ:vë…d:Oîóî…œ ‰ bïöîW8 Êö¶Å

 øXO!«ñ :vÄ éO" p:Oz WëWÙ ÈñUë ÈË UïdJîU9 :u! s:OÑb:OÄ d:Oîóî…œ bïWÇ

 :u! s:OÑb:OÄ d:Oîóî…œ bïWÇ50 øÈñUë ÈË UïdJîU9 :u! ÊUáO"

u! s:OÑb:OÄ d:Oîóî…œ bïWÇ100øÈñUë ÈË UïdJîU9 :u! ÊUáO"

 ÆWfiOçM! È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8WïTWëWÙ XM|uïœ vÑb:OÄ s:|d:Oîóî…œ U|…ñUî˛xU|…ñUî˛

 ÆXO! ÊUáO"

ËËœñWÙ ‰WÖœ WJ!œñË«ñW! ÊUÑWz Ë             Ë            UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! :v|WA8Wï :vÑWz

  Æ‡3 Ë » s:Oç<ñW!
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f x ax b( )= +

 ñUJOÅ

f x k
x( )=

500

ê

O

T ( )50T ( )100 g

 È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙuÖ U|WA8Wï

vÑWz ñW< ‰ :ÈËU|Ufi:|;ñ WëWÙ ¨W|˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ WëW|WA8Wï        U|WA8Wï Êó:O!œ

ÊU|                                  XO! v|…u:OÅ

Wïó:O!œ ÆXO! :ÈdH< vK!˛ X<«ñ UëW|…ñUî˛   :vî…œÆ:vM|ñ:uÙ:uÖ :Èñ:uÖWï

xy k=

kk

 U|Wï«Ë59 2-3

Ê«d:Oîóî…œ «ñUî˛ UM|;ñ:uÙ:uÖ ‰WÖœ s|;ñ:uÙuÖ W¶:OÙœ Wï«ËW¶<«;ñ      X|dÖ…œñ…Ë vïUáî:uë :v|…ñUÄ ËWz

                                  vÅUÄ ¨                                        uJïUz ¨      Ë        «ñW§ÑUMì U|…ó:|;ñ     :vM|ñ:uÙ:uÖ :È;ñ:uÖWï

W¶O!œ †dÖœñ…Ë :È…ñUÄ vïUáî:uë :ÈËËœ UO¶ãW4 ‰

 Æ†dÖœñ…Ë Ê«ñUM|œ               uJïUz

S( )
S( )

( )x
( )xk S

x= = =240000
8 30000

S x x( )= 30000S( )11 30000 11 330000= × =
330000

 ñUJOÅ

k



T ( )100 5500
100

= = T ( )50 10500
50

= =

 …b§ìËWÙ

g

 Ë«ñW~ìWÙ U|WA8Wï

 Æ                 U|WA:OëËUÙ »WO|dëW<UM:OÄ U|WA8Wï ËWz ¨Ë«ñW~ìWÙ U|WA8Wï

  Ë«ñW~ìWÙ U|WA8Wï :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

¨v|WM:|Ë ÈËWz W|…b! u8 :ÈñW! Èd|uÙ » WëWÙ ÆXM:|uïœ

 ∫ÈWë ÊôU8 ÊUÑWz UOMO§:O" :Èœ

.1 :v|UN! :vOÅœ u"y :v|UN! ñW§î«ñW!x

 :v|UN! ¨Èd:Oî˛WN!x Æ:ÈdH< vK! ˛ XO!bïWÇñWÙ

  s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ Ë«;ñW~ìWÙ U|WA8Wï Èñ«u!

 Æ:ÈdH< vK!˛ WMO¶<«;ñ

.2 s:O|UN!x :v|UN! Æs!…b:|“ bïWÇñWÙyÆs!œ r:Oë

 ÆWïËu§L:Oë ˜…ñW! WA8Wï ËWz uJïUz

.3 ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! :vî…œx  s:O|UN! ¨6!…b:|“ ËWz Ë s! »W3Ëuîœy:Èœ Ë s! :ÈdH< vJ|e:Oï :Èœ

 ∫Èœ vëW|…u:OÅ » ÆsMOî »W3uîy :vî…œ XO! p|e:Oï :Èœ »W3Ëuî :ÈdH< :v8…ñ :u!x

                           ÆXOâ!       ˜…ñW!

.4 :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! :vî…œx s:O|UN! ¨6! r:Oë ËWz Ë s! VìU< œy:Èœ Ë  XO! :ÈdH< vJ|e:Oï :Èœ

 ∫ Èœ v‡ëW|…u:OA‡! ÆsM‡Oî VìU<y :v‡î…œ X‡O! p|e‡ï :Èœ VìU‡< :ÈdH‡< :v8…ñ :u!x˜…ñW!

 ÆXOâ!

.5 s:O|UN!y :v"ËË;ñ s:O|UN! :vî…œ s! :ÈdH< vJ|eOï :Èœx¨d¶Ä :u! d¶Ä s! ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 :Èñ…ËW" uJïUz ¨         ÈËU|WA:OëËUÙ :vK:OÙW¶<«;ñ ËWz ∫ Èœ :vëW|«ËU£!x:ÈñUMëñ…œ W¶O!œ

  ÆË«;ñW~ìWÙ U|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :u! v|u<Uz

f x x( )= 1

y = 0

−−∞∞

++∞∞

GC

Ü

ê

O

  ËËËœñWÙ s:Oç<ñW! vë…Ë  ÂU$Wz ËËœñWÙ ¨

 Æ Ê©‡3 Ë »® s|ñUO<dÄ

œ«bäW! Ë d:OKÑWÙ «ñW§ÑUMì U|ñËËœ Ë ¨XOÇœ Wç:|d! ;ñ:uÖWï Uë…“Wì » „WK:O§îËd"450 » d"WîuKOë6 ÆÈ;d! Ê«d:Oîóî…œ

 øËu!bïWÇ vK:O§îËd" :vÑWz «“Wì

 » W|ñËËœ ËWz WëWÙ Ëu!bïWÇ :vK:O§îËd" «“Wì4  øXO!;ñ:uÖWï U| :ÈË «“Wì Ë XO! Èd! Ê«d:Oîóî…œ

 » XO! È;d! ;ñ:uÖWï Uë…“Wì » W|ñËËœ ˜Wz WëWÙ ¨Ëu! bïWÇ :vK:O§îËd" «“Wì8 ø Ê«d:Oîóî…œ

 :vK:O§îËd" «“Wì WfiOçM! È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8WïsXO!;ñ:uÖWï W|…“Wì ËWz WJ§ïU1dÖ ¨†WJ! ñU|œ

 :vî…œ í|Ëœ ‰x   Æ:v|«bäW! :u! :Èd:OKÑWÙ ˛ :v¶ÅWÖ ‰ Èñu! vî…œ ËWz ©Ê«d:Oîóî…œ »®

 U|Wï«Ë 602-3
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 ñUJOÅ

WëWÙ ÈñUë UïdJîU9 :u! vÑb:OÄ s|d:Oîóî…œ «ñUî˛ ª100  Æs!«ñ wÄ WáO"

 uë XO!œ ñU|œ :vÑWz ˛                        Ë                         Ë                        uë :Èb! :u8 :ÈñW!

 W¶O!œ È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï Æ              ÊU| Æ

ê

O

500 10 50÷ =

500 50 10÷ =

500 100 5÷ =

50 10 500× =10 50 500× =5 100 500× =

T x× = 500T x= 500T x
x

( )= 500

  Æs!«ñ wÄ „WáO" WëWÙ ÈñUë UïdJîU9 :u! vÑb:OÄ s|d:Oîóî…œ «ñUî˛ ª

WëWÙ ÈñUë UïdJîU9 :u! vÑb:OÄ s|d:Oîóî…œ «ñUî˛ ª50 Æs!«ñ wÄ WáO"



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4 ÆWJ!WM:|Ë                  U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

 ˜U~M:OÄ1 ÆWJ§¶<Ëñœ ÊU|UN! :v|W¶A8

 ˜U~M:OÄ2 ∫ ÆWM:|uM! †WëœñU|œ W¶A8 s:OìU8 Ê«ËWz

 ˜U~M:OÄ3 ∫uë W!ñ«bÙWÖUz ¨WA:OJ! v|U$uÖ vëW|…ËUîWÇ

 :Èñ…ËW"x :Èñ…ËW" Ë v|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œyW¶O!œ

     Æ:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë :u! vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ

   U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ÆWJ! WM:|Ë  …b§ìËWÙ

 ñUJOÅ

f x x( )= −2

2

2
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1

−1

−1

−2

−2

−3x

f x( ) 2
3 − 2

3

f x x( )= 3

  «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! ¨XO!WÙ „W|W¶A8 WëWÙx :ÈË«;ñ:uÖ :u! ñW§î«ñW! s:O|UN! Ëy¨s!WÙ «b:O"

Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ UO|bï…u|WÄ W|W¶A8 ˜Wz :vï«“ :Èœ «ËWÇ

 ÆÈd:Oî˛WÙ :Èœ «b:|ñU! vÑœ :vM|;ñ:uÙ:uÖ :È;ñ:uÖWï «ËWÇ Ë ¨XM:|uïœ

2 :ÈË«;ñ:uÖ s:O|UN! ¨XO!WÙ „W|W¶A8 WëWÙx :ÈË«;ñ:uÖ :u! ñW§î«ñW! s:O|UN! Ëy¨s!WÙ «b:O"

Ê«Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙ «ñW§ÑUMì È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ UO|bï…u|WÄ W|W¶A8 ˜Wz :vï«“ :Èœ «ËWÇ
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3 s:|Ë«;ñ:uÖ ËËœñWÙx Ëyuë ÆWM|«b|dÖœ WçJ:OÄ È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ UëWO|bï…u|WÄ »
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x = 8x = 2
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 :vî…œ XOÇ :Èœ        :u!x Æ:vÄWÇ :v8…;ñ ˛ XOâ! dH< ˜…ñW!

.7 ÈË«;ñ:uÖ :u! »W3uî s:O|UN!x s:O|UN! ¨s! r:Oë bïWÇñWÙy¨sMOî :Èœ »W3Ëuî Ë s!…b:|“ :Èœ

 ∫ uJïUz y :vî…œ XOÇ :Èœ       :u!x Æ:v¶<«;ñ :v8…;ñ :u! XOâ! :ÈdH< ˜…ñW!

.8 s:O"ËË;ñ s:O|UN!y:v"ËËñ s:O|UN! bïWÇñWÙ s!…b:|“ :Èœ d¶Ä Ë d¶Ä¨XOÇ :Èœ ÊËu!…b:|“ ˜…ñW!

 :ÈË«ñ:uÖx ∫Ê;d!œñ…œ È…u:OÅ vÑ » Ë d¶Ä Ë d¶Ä s! ÊËu! r:Oë ˜…ñW!

 :Èñ…ËW" uJïUz  ¨XM|uïœ         U|WA:OëËUÙ » vK:OÙW¶<«;ñ ËWzy:u! :vïËu¶< :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ

   ÆË«;ñW~ìWÙ U|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

−−∞∞

++∞∞

x = 0
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 ÆÈ;d!                 «“Wì » U|ñËËœ ËWz :vïdOÅ
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Ü

 vî…œ UM"ñUî˛WÙ :u! È˛UÑ:ËñW! UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï U|WA:OëËUÙT Æ WOfiçM! :vÄ GC

 ÆUA:OëWÑ bïWÇ œ«“Uz U|W¶ÅWÖ ¨È;d!                  «“Wì » U|ñËËœ ËWz œ«“Uz

UM|ñ:uÙ:uÖ UO|bï…u|WÄ ÊU| Wï«ËW¶<«;ñ UM|ñ:uÙ:uÖ U|bï…u|WÄ W¶A8 :ÈñWz WJ!ñU|œ

 ÆXOM:|uïUï Uï«Ë˛uÇ êOÙ ÊU| XM:|uïœ È˛UÑ:ËñW!

 d:Oîóî…œ ‰ XãWëñ…œ :vOïUL:OK< ˛ œ«“d:OÅ8‰ …d<W! W¶ÙW~! X:OÑœ ÈËWz Ë :Èb:Oá< È

 d:Oîóî…œ7«“Wì X:OÑœ :̈vMOÑ«dÑ Uïñ«u8 :u! :Èd:Oîóî…œ p:Oz WïUO¶<Ë«ñ » ÈñUç:Oz

 øXO! bïWÇ ÈË öO§îËd"

ê

Ü

vÑb:OÄ :vî…œ UM"ñUî˛WÙ :u! È˛UÑ:ËñW!UM|;ñ:uÙ:uÖ U|WA8Wï U|WA:OëËUÙTu8 :u!

 Ê«ñUJ:|dë «ñUî˛ :vÄ :vïdë…œUîUzx ÆWfiOçM!

GC

12 ø…bïWÇ ÈñuJ|œ Uïdë…œUîUz :u! vÑb:OÄ :vî…œ ¨ÊWëœñUë :vÅñ…Ë ‰ ñUJ:|dë

bïWÇ X:OÑœ ÆÊ« :̨Ë;ñ ËËœ » Êdë…œUîUz W¶:ON! ñ:uJ:|œ uë dë“«u8«œ v|:uïUÅ :ÈñW!Wç:|;ñ

 Æ:vÅñ…Ë ‰ s! ñ«bÅW! ñUJ|dë

ê

125km h/

3 122

146x

y6 43

952x

y5 1530

12424x

y

101112

UM|;ñ:uÙ:uÖ UO|bï…u|WÄ ÊU| Wï«ËW¶<«;ñ UM|;ñ:uÙ:uÖ UO|bï…u|WÄ W¶A8 :ÈñWz WJ!ñU|œ

 ÆXOM:|uïUï Uï«Ë˛ uÇ ÊU| XM:|uïœ È˛UÑ:ËñW!

21 3612

24148x

y4 2.55

106.255x

y5 73

975x

y

  ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

9Uï˛W3 UM¶ãWJìWÙ » ÆËuï UëW|uïUÅ Uïdë“U< :u! †Wëœ …œUîUz u8 vKKî U|:uïUÅ UáO"

 vÑb:OÄ WÑWz :̈È“:ËñËWï3 WëWÙ ¨ÈñuJ|œ Uïdë…œUîUz :u! Wï« :̨Ë;ñ20   Æ ÊWJ!ñUë ñUJ|dë

Ü

 ÆX|;d§!ñ…œ :ÈñUO<dÄ ¨WfiOçM! Wï«ËW¶<«;ñ U|WA8Wï UëW|WA:OëËUÙ

4‰WÖœ X|;ñ:uÙ:uÖœ Wï«ËW¶<«;ñ :vëWÙWÖñUë ‰ u8 :ÈñUë ñW§î«ñW! X|dÖœñ…Ë œ«“Uz :v|…ñUÄ ËWz

 ñW§î«ñW! :vJ:Oz UO¶ãW4 ‰ s"dÖñ…Ë ñUM|œ              Èœ«“Uz ¨ÈË :ÈñUë s|d:Oîóî…œ «ñUî˛20

 Æ:u8 :ÈñUë s:|d:Oîóî…œ

  ÈdëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

GC

 :vO¶ãW4 :vÑWz ‰ Èœ«“Uz24 øs"dÖñ…Ë …ñUÄ bïWÇ ÈËWz ¨dëñUë Ê«d:Oîóî…œ

ËWz X:OÑœ ¨X|d~!ñ…Ë Ê«ñUM|œ               v"UÙ«œ UO¶ãW4 ‰ «œñU|;d! Èœ«“Uz
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13«b:O" :v|ñ«bJA! :v|uJï«“ 5O!U"uè ÊWëbJ:|;ñ ÊUîuà :u! :vëW¶ÅWÖ „uÙœ U|uJï«“ s:O|ËuÇñ…œ

:v8dï ÆÊ«ñ«bJAÄ «ñUî˛ ‰flWÖœ X|;ñ:uÙ:uÖœ È˛UÑ:ËñW! :v¶ÅWÖ ‰ :vïdëñ«bÅW! :v|UN! ÆÊWëœ

Ê«ñ«bJAÄ «ñUî˛ WëWÙ ÊñUM|œ               vëWO!U"uè :u! :v|ñ«bJAÄ24«ñUî˛ X:OÑœ Æs! v!U"uè

    ÆñUM|œ               W¶O§! v!U"uè p:Oz :u! :v|ñ«bJAÄ :v8dï «œ XO!bïWÇ Ê«ñ«bJAÄ

  ‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

  g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

 ø…bïWÇ vë…ñ«œ…œ«;ñ ñWÙ U|WKÄ

14f x x x x( )= − + +3 2 15 4 2

g x x x x( )= − + −2 5 7 2 3

h x x x( )= − − +5 13 4

17«ñUî˛ ¨XO!œ Ê«ñU3 ËËœ :vë…d:Oîóî…œñWÙ ‰ ÊU|d¶ëW! UëWìWî:uë  ñWÙ s:O|Wï«œ «ñUî˛

 :u! dJ:Oá<…œ Ê«ËËœ » WëWÙ bïWÇ W¶O! :Èœ :vìWî:uë :ÈËWz s:O|Wï«œ5    øÊ«d:Oîóî…œ
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s|;ñW¶<eï«d" Ê«Ë «ñUî˛ ∫X|ó:O!œ «bï«d:Oîó!U|“U<WA:OÄœ ÊUMOzñUJ! W¶:OÙœ «ËWz             ñ:uî U|U<U|

Ë Ê«ñW¶<eï«d" «ñUî˛ Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ¨Ê«Ë vï«ñU3 ËËœ WM!œ WïüU< «b|d:Oîó! s:O"UNJ:OÄ œ

    Æ †WëœñU|œ Ê«Ë UïdJ:OÇ UJ:Oá<…œ s:OìU< ˛ «b|d:Oîó! s:O"UNJ:OÄ œ Ê«Ë UïËu!…b:|“

vï«u" s:O|WA8Wï

 ZïUîñUz

•Uïbï«uï :u! vï«u" s|;d!

Ë ÊËu!WÅWÖ s|ñU!

Ë sfiOçïœ :vïËu!ó:Oì

 ÆÊWëœñUî˛WÙ

k•s:O|WA8Wï UMO<UOï

 Ævï«u" UïËu!ó:Oì Ë ÊËu!WÅWÖ

•v¶ÅËd< U| vï«u" U|WA8Wï

   Æs<Uïœ

   U|Wï«Ë

33
ÊWëœ Â:uë ÊWLÖ…œ s:O¶A" s:O<Wë ËWz

:u! sMO!ñUJ! vï«u" s:O|WA8Wï s:OÅœ

s:O¶A" Ê«Ë :v|UN! uë vëWKáîU< UM¶Åñ«œ

ÊWîWÖ…œ s:|dOîUz vë…Ë ¨XM|uM! s|dJîuë

   Æ:vJ|“uî s:O|

øvÇ:u!

Exponential Functions

Moore

 ¸U<

 …ñUî˛

1965
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1968
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1969

960

1970

1920

1971

3840

«b:OëW"UNJ:OÄœ Ê«ñW¶<eï«d" «ñUî˛

:vëW|WA8Wï UïUMOzñUJ! sM:|uM! XO!œ Ê«ñU3 ËËœ WïüU< ©UïËu!…b:|“® UïËu!WÅWÖ :ÈËWz s:OÅœ

 :vÑ Wïó:O!œ Æ†d~!WÑ:u‹! vë…Ë«;ñ:uÖ :ÈË Uï«u"vï«u" U|WA8Wï vï«u" U|WA8Wï :u! …u:OÅ s|d"…œU<

 uë ¨                W|WÑWz   WMOâM! ÈË Uï«u" Ë ¨…;ñ:uÖWï UëW|…ñUî˛x Æ…œ«“Uz vë…œ«;ñ

vï«u" U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë …ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

v¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ ôWî:uë W¶O!œ :v|WA8Wï :vÑWz :Èñ«u! Æ†WëœñU|œ

 Æ                »W3uî s:O! v¶<«;ñ s:O|…ñUî˛ W¶O!œ :ÈË :v|«œËWî

 :Èñ…ËW" vJ|e:Oï …ñW! …ñW! :v|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë uë :Èb! u8 :ÈñW!xbïWÇ ñWÙ XO!œ

 s:O|UN!x :Èñ…ËW" ‰ ÈdJïËË;ñ :v|WM:|Ë U<…ËñWÙ Æ6! r:OëxvJïuÇ ¨XOMOîœ ÈË U|ñËË˛ ‰ Ë¨XOÑWëUï

 :v|UN! XO!bïWÇ ñWÙ XMOîœ »W3uî Â«Ë…œñW!     :Èd! :v|UN!. x :Èñ…ËW"xv|:u<Uz :ÈñUMëñ…œ W¶O!œ

 Æ                 U|WA8Wï :u!ñUMëñ…œÈË vJ|eï  …ñW! …ñW! :v|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë WëWK:OÙW¶<«;ñ

 s:O|UN! bïWÇ ñWÙ XO!œx    Æs! „Ëuâ! „WìWÖ ÊU| s! Ê“Wî „WìWÖ

 U|WA8Wï W¶O!œ         Ë         :vî…œ ¨                  U|WA8Wïvï«u" UïËu!WÅWÖs!œ …b|“ :ÈË s:O|UN!

WëWÙ s:O|UN!xU|WA8Wï W¶O!œ               :vî…œ                  U|WA8Wï Ë Æ 6!…b:|“

vï«u" UïËu!…óOì s:O|UN! bïWÇ ñWÙ s!œ r:Oë :ÈË s:O|UN!x   Æ6!…b:|“

b

 Ê«u" WMOâM!

b b> ≠0 1,�f ( )x bx= h

f x x( )= 2

y y/ > 0{ }

x −1−2 0

1

1

2

2

4

3

8f x
x

( ) = 2 1
4

1
2

f x x( )= 2

2x

f x abx( )=a > 0b >1

0 1< <b f x abx( )=

× 2� × 2� × 2� × 2� × 2� × 2�

 ¨         UO|bï…u|WÄ ‰y:ÈË«;ñ:uÖ

  :ÈË«;ñ:uÖ :u! W¶<W§¶AÄ x¨‡

 :v|UN! vJïuÇy :v|UN! »x

   ÆÊdëñU|œ W¶:Ozœ

y bx=

  ˜«ñ«“

Vocabulary

 vï«u" U|WA8Wï

 Exponetial function

 WMOâM!
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 ñUMëñ…œ

 Asymptote

  vï«u" UïËu!WÅWÖ

growthExponetial

 vï«u" UïËu!…óOì

decayExponetial

 v¶ÅËd< U| vï«u" U|WA8Wï

exponetialNatural
  function

XO! W"dO! ‰

f x bx( )=

 U|Wï«Ë 643-3
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 …b§ìËWÙ .1¨WOOï«u" UïËu!ó:Oì U|WA8Wï ÊU| WOOï«u" UïËu!WÅWÖ U|WA8Wï                      U|WA8Wï :ÈñWz WJ!ñU|œ

 ÆWJ!WM:|Ë :v|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

:̈vïËu!…ó:Oì ÊU| :vïËu!WÅWÖ :vÑWz U| ÈœW< U|…ó:|;ñ UïUMOzñUJ! vM:|uM! :vïËu!…ó:Oì ÊU| :vïËu! WÅWÖ :vOÅœ u"

 WëWÙr%ÊU| ¸U<® ÈdëñU|œ vëWî…œ ‰ ÈdëñU|œ vë…d! UïËu!…ó:Oì ÊU| ÊËu!WÅWÖ XO! ÈœW< U|…ó:|;ñ

UïUMOzñUJ! ¨«b:OJïU!œ v|…ñUÄ :vëW|Wî :̨uë ©Ÿ«b|«® UïUï«œ vë…Ë XO! ©Æ Æ Æ„…d:Oîóî…œ ÊU| „WO¶ãW4 ÊU| í|WÙ

 UM|ñ :u! v¶AÄ Èd:Oî˛WN! v|…ñUÄ :v|Wî :̨uë vÑWz :v|UN! :vOÅœ u" :Èñ«u8 ‰ U|Ufi:|;ñ :vÑWzt Ævî…œ :v|…ËUî

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1 vï«u" s:O|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

UëW|WA8Wï ÊU| WOOï«u" UïËu!WÅWÖ UëW|WA8Wï WA8Wï :ÈñWz WJ!ñU|œ

  WA:OJ! :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨WOOï«u" UïËu!…ó:Oì

CG

Ü

x −1−2 0

10.70.4

1

1.5

2

2.3

3

3.4

4

5.1f x( )

x 20 4

12.2919.230

6

7.86

8

5.03

10

2.22

12

2.06f x( )

f x x( ) .=1 5

f x
x

( ) .= ( )30 0 8

f x( ) .=1 5x

 ˛      WMOâM!1WA8Wï ¨…d¶ëËuâ!

  ÆWOOï«u" UïËu!ó:Oì  UëW|WA8Wï W¶O!œ

0 8. f x x( ) ( ).= 30 0 8

vî…œ s:O|…ËUî «ñUî˛

:vM|ñ:uÙ:uÖ :v|«;dJ:O":vOÙUîËœ :vî˛uÖ

†…;ñWM! :vî :̨uÖ

f x x( ) ( . )= 5 1 2

A t a r
t( )= ±( )1

 ˜U~M:OÄ1  ÆWJ!ñU|œ v|WMOâM! :v|UN!

 ˜U~M:OÄ1  ÆWJ!ñU|œ v|WMOâM! :v|UN!

 ˜U~M:OÄ2WJ! WM:|Ë :v|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

   Æ ÊUO|UN! :v|W¶A8 UïUMOzñUJ!

 ˜U~M:OÄ2WJ! WM:|Ë :v|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

      Æ ÊUO|UN! :v|W¶A8 UïUMOzñUJ!

 :vïó:O!œ Ë WOOïËu!WÅWÖ :ÈñU! ‰ ËWz Ë       W¶O!œ vï«u" U|WA8Wï :vÑWz :v|WMOâM!:v|WJì:uëËUÙ

WOïËu!WÅWÖ :vïó:O!œ Ë WOïËu!…ó:Oì :ÈñU! ‰         Ë Æ:vïËu!…ó:Oì :v|WJì:uëËUÙ

1+ r

1− r

 ˛      WMOâM!1W¶O!œ WA8Wï ¨…d¶ï“Wî

 Ævï«u" UïËu!WÅWÖ U|WA8Wï

1 5.



 …b§ìËWÙ

W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3

 Ëuï Uë…d~ìWÙñU! :v|UN!28 È«;dJO" » :Èd~ìWÙñU! :ÈËWz :v|UN! ¨Ëu!ñUM|œ ÊuOKî9.5%Âeï WïôU<

:v|…ËUîWÇ vÅUÄ ÆXM:|uM! :vïËu§îeï :ÈËWz :u! :vëWKáîU< uë WfiOçM! vï«u" UëW|WA8Wï ÆËu!œ

 W¶O!œ «b:O" :Èd~ìWÙñU! :v|UN! ôU< :ÈËWz UïdëñU|œ :u! WMO!ñUJ! Ë WA:OJ! :v|WA8Wï5    ÆñUM|œ Ê:uOKî

WOOï«u" UïËu!ó:Oì WA8Wï f t( )= −

= −

=

a r t

t

t

( )

( )

( . )

.

1

1

28 0 905

28 0 09528 :vN3 ‰a :vN3 ‰          Ër  ÆWï«œ 0 095.

x 20 4

18.7822.9328

6

15.38

8

12.6

10

10.32

12

8.45f x( )

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2:ÈñËu!Uz ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

 ôU< ‰2000 » È;dë vïWLÖ…œ Uë…ñU¶OÖ ÈbïWÑ:uÖ12:ÈË U|ËËó:Oî uë ¨Ê«ñUM|œ Ê:uOKî

 ôU< U|ñWÖœWÑ1959WïôU< :ÈñU¶OÖ :ÈËWz :v|UN! uë ÊöîW8 U<…Ë ÊUO|«“…ñUÅ Æ

v|«;dJ:O" » XO!œ…b:|“14%W¶O!œ «b:O" :ÈñU¶OÖ :v|UN! ôU< :ÈËWz :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë » Æ

60   ÆWJ!ñU|œ ñUM|œ ÊuOKî

vï«u" UïËu!WÅWÖ U|WA8Wï f t( )= +

=

=

+

a r t

t

t

( )

( )

( . )

.

1

12 1 14

12 1 0 14 :vN3 ‰a ÈË :v|UN!12 :vN3 ‰ Ër ÆWï«œ      ÈË :v|UN!0 14.

x −4−8 0

127.14.21

2

15.6

4

20.27

8

34.23f x( )

 ˜U~M:OÄ1 ∫ ÆXM:|uM! :ÈñU¶OÖ :v|UN! UM|ñ:uÙ:uÖ :u! vëWKáîU< uë WfiOçM! vëW|WA8Wï

 ˜U~M:OÄ1 ∫vëW|WA8Wï: ÆXM:|uM! Èd~ìWÙñU! :v|UN! UM|;ñ:uÙ:uÖ :u! vëWKáîU< uë WfiOçM!

 ˜U~M:OÄ2 ∫ÆWJ!WM:|Ë :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ

Ë WM:|uM! ÈdëñU|œ v|W¶A8 ‰ s:OìU8 Ê«ËWz

ÆX|ñ:u§! «dïôU8 Ê«Ëœ uë WJ!WM:|Ë ÈU$uÖ vëW|…ËUîWÇ

 ˜U~M:OÄ3 ∫ :v|:uÄ Ë WA:OJ!           vK:OÙW¶<«;ñx:v|…ËUîWÇ ‰WÖœ ÈË UM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8 :u!

 «ñW§ÑUï W¶ÑWëœ ËWz ÆWJ!ñU|œ :v|WA8Wï13-12  W¶O!œ :ÈñU¶OÖ :v|UN! uJïUz Æ60‰ ñUM|œ ÊuOKî

 ôU< ‰ uJïUz :̈vM|;dë v¶AÄ :Èœe:O< ôU<2013    Æ

 ˜U~M:OÄ2∫¨WM:|uM! ÈdëñU|œ v|W¶A8 ‰ s:OìU8 Ê«ËWz

Æ†ñ:u§! «dïüU8 Ê«Ëœ uë WA:OJ! v|U$uÖ vëW|…ËUîWÇ vÅUÄ

y = 60

 vì«d¶<uz s|bîuë s:O~ïWÙWï «ñUî˛350 ôU< Wì ÊËu! @ïWÙWï1981ÊËu!…b:|“ WïôU< Ê«Ë «ñUî˛ Ë

 :v|«;dJ:O" »12%©:vïËu!WÅWÖ® :vïËË…b:|“ :ÈËWz :u! vëWKáîU< uë WfiOçM! vï«u" UëW|WA8Wï Æ

ÊU~ïWÙWï «ñUî˛  ôU< :ÈËWz ñU|œ :u! WMO!ñUJ! Ë WJ!WM:|Ë :v|WA8Wï :ÈËWz :v|…ËUîWÇ vÅUÄ ¨XM|uM!

 W¶O!…œ «b:O"1500 Æ@ïWÙWï

ÊUO|UN! UïËu§îeï ñW< ‰ ÊUM£Nº!

 U|Wï«Ë 663-3
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.4   U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ÆWJ!WM:|Ë  …b§ìËWÙ

¨XO!œ r:Oë        :v|«;d:OJ" » WïôU< ÈË :v|UN! Ë …ñUM|œ ÊuOKî p:Oz ÈË :v|UN! „WKJ<ñ:u"Uî

:u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨XM|uM! :vïËu§L:Oë :ÈËWz :u! vëWKáîU< uë WfiOçM! vï«u" UëW|WA8Wï

 W¶O!œ :ÈË :v8dï ôU< :ÈËWz UïdJ|ñU|œ :u! WA:OJ! :v|WA8Wï :ÈËWz100    ÆñUM|œ ñ«eÙ

vëWì:Ë;ñ uë W|WÙ vï«u" s:O|WA8Wï ˛ ÈdëñU|œ vë…ñ:u3

v|«ñ«œ Ë v"W|ôWî:uë Ë ÈñËu!Uz s:OïUMO£Nº! ‰ @ïdÖ

W¶O!œ :ÈË :v|WMOâM! WOOï«u" WëW|WA8Wï :È˛ËWz ∫XMO!œ

ËWz ¨ÊUï«œ W¶:OÙœ :u!    :v|UL:OÙ Ë            ñWáOï «ñUî˛

         ÈË v|UN! Ë     „…Ë WO|…ó:|;ñUï UëW|…ñUî˛

 :vïó:O!œ ¨XO!    :ÈË :v|WMOâM! «ËWz vï«u" U|WA8WïÆv¶ÅËd< U| vï«u" U|WA8Wïvï«u" U|WA8Wï

 ÆWïWÙ vï«u" U|WA8Wï s:O"WHO< ËuîWÙ v¶ÅËd<U|

 …b§ìËWÙ

   «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4

15%

e

e

π
e = 2 718 281 828 459 045 235 360 287 4. ....

 ÆWJ! WM:|Ë                U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ëf x ex( )== ++ 2

f x ex( )= − 3

f x ex( )== ++2

−3 −2 −1 0 1 2 3

2.0

x

2.1 2.4 3 4.7 9.4 22.1

 «ñW§ÑUï W¶OÑWëœ :ÈË :v|WMOâM! vï«u" UëW|WA8Wï0 Ë1UëW|WA8Wï  ¨WA8Wï ËWz  :ÈñWz ¨

    øWOOï«u" UïËu!…ó:Oì UëW|WA8Wï ÊU| WOOï«u" UïËu!WÅWÖ

1

      vï«u" U|WA8Wï:u! ÈœW< U|…ó:|;ñ ÆXM:|uïœ ÊU|d¶ëW! UëWìWî:uë UïËu!WÅWÖ

 ø…bïWÇ :vìWî:uë :vÑWz UïËu!WÅWÖ

3

 …ñUî˛ ¨XM:|uïœ ÊU|d¶ëW! UëWìWî:uë UïËu!WÅWÖ                         vï«u" U|WA8Wï25vÇ

 …ñUî˛ øXM:|uïœ2    øXM:|uïœ ı

2f x x( )= ×25 2

f x x( )= ×25 2

 ˜U~M:OÄ3∫ÆWMOKîW‹! :v|WA8Wï :v|…ËUîWÇ ‰WÖœ :vM|;d!ËËœuJ:Oz ôU8 :vïU":uÄ Ë        vK:OÙW¶<«;ñ

 «ñW§ÑUï W¶OÑWëœ vìU8 :ÈËWz :v|:uÄ uë XO!œñU|œË17 Ë18 W¶O! :Èœ Èd~ìWÙñU! :v|UN! uJïUz ¨5

     Æ:vM|;dë v¶AÄ :Èœ˛WÙ ôU< ‰ ñUM|œ ÊuOKî

y = 5

Neper

v¶ÅËd<U| vï«u" U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UA:OëWM:|Ë

 ñUJOÅ

 vJïuÇ ¨WJ§¶<Ëñœ :v|W¶A8 :vÑ :u! ÊUO|UN! :v|W¶A8

:v|WA8Wï s:O|UN! :vOÅœ u" ÆWO|…ó:|;ñUï UëW|…ñUî˛     …ñUî˛

   ÆÈWJ§J|e:Oï :vJ:OÙ…œ :u!

e



 ÊbïöîW8 ôU< ‰ ÈœñWz ñW< ‰ s:OOºMëUz2000¨ÊbïöîW8 WM"UÙ ”Wë ñUOKî      »

WMOKîW‹! ÈœñWz ñW< ‰ 5OºMëUz «ñUî˛ ÆbïöîW8W"UÙ WïôU<         » :vïËu!…b:|“ :v|«;dJ:O"

 üU< ‰2020ÊôU< «ñUî˛ :vÄ ÈœñWz ñWfiì 5OºMëUz UïËu!…b:|“ WfiOçM! :vëW|WA8Wï Æ

 ôU<   v¶AÄ XM:|uM!2000 ®2000 ôU<Ω0UïdëœñË«ñW! :u! WMO!ñUJ! :v|WA8Wï :ÈËWz Ë Æ©

  Æ:v|WA8Wï UïUMOzñUJ! ÈdëñU|œ W" :vîU$Wz ÈË ‰WÖœ :ÈñW! U|W" UïbïöîW8

  ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

789 f x
x

( )=( )1
3

f x x( ) ( . )= 1
3

1 3f x x( ) ( . )=10 2 7

101112 f x x( ) ( )= 2 10f x x( )= 0f x x( ) ( . )=1 0 5

1513  d:Oîó! U|…ó:|;ñ » WïôU< Ê«d:Oîó! :v|UN!30%v¶ãWJA:OÄ Uë…d:Oîó! È…ËUë ¨XO!œ r:Oë

 »2 765 000:Èd:Oîó! :ÈËWz :v|UN! uë WMOKîW‹! vÑb:OÄ s:OìU< Ê«Ë «ñUî˛ ¨È;dë Ê«ñUM|œ

 ˛ XO!d¶L:Oë350 000    øÊ«ñUM|œ

14

 ÈdëW¶<«;ñUz 5ïUM:OÙ«;ñ

 ÆWOOï«u" UïËu!…ó:Oì U|WA8Wï ÊU| WOOï«u" UïËu!WÅWÖ UëW|WA8Wï WA8Wï :ÈñWz WJ!ñU|œ

456 f x x( ) ( . )= 32 0 5f x x( ) . ( . )= 0 5 1 2f x
x

( ) .= ( )0 4 3
4

 U|Wï«Ë 683-3

 øÆÆÆWëWÙ XO! ı :Èœ v¶AÄ †Wë Zï«“Uè bïWÇ :Èœ œËËd<5s"ñUî˛WÙ WëWÙ ÊôU<

    øXO! Wï«“ñ…ËWï XO!WïUç|WÙ

 v¶AÄ bïWÇ W¶O! Èœ v|Wî :̨uÖ :v|UN!5U<ÆÊU˘ GC

 ˛ :Èœ ÊUï«œWO"UÙ :v|Wî :̨uÖ v~ïWë10 ÆXO!d"…b:|“ Ê«ñUM|œ ÊuOKî

ê

Ü

15

 pïU!     XOMOzœñUJ! ÊUï«œ WO"UÙ vëW|Wî :̨uë :u! Wë:uï :v|UN! UM"ñUî˛WÙ :u! :vëW|U<U| pïU!

 uë ¨A Ë W|Wë:uï :v|Wî˛uÖP Ë ÊUï«œWO"UÙ :v| WO"…;ñWM! :v|Wî˛uÖr:v|«;dJ:O"

 Ë W|WïôU< :v$«“Uèt Ë ÊôU< » Wî…œns"ñUî˛WÙ W¶:OÙœ …ñUÄ «b:OëWìU< œ s:O|…ËUî «ñUî˛

 œËËd< ÆÊUï«œ WO"UÙ :v|Wî :̨uë ñW< ‰ ÈË Uïdë…b:|“Ë v$«“Uè UM"ñUî˛WÙ uJïUz5ñUM|œ ÊuOKî

® È“ñ…Ë UëWM"ñUî˛WÙ »       WïU˘U< :v$«“Uè :v|«;dJ:O" »4     ÆÊUï«œ ©«b:OëWìU< œ ñU3

A P r
n

nt
= +( )1

5%

6 1.

1 4. %

(10)x
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 ÆWJ!ñUJOÅ :Èñ«u8 ‰ vKOÙ :vîW¶fiO<

‘UÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

g:OÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

˛ XOÑWëœ W" X<…œ » WëW|…u:OÅ vJfiM!dO< U|WÅ:u~:O<

˛ p:|ñ UëW|WÅ:u~:O< UM"dÖñ…Ë » p:|;ñ UëW|WÅ:u~:O<

…ñU!ËËœ …ñUë ˜Wz vÅUÄ Æ:vJ:Oz U|WÅ:u~:O< :v¶<«;ñWÑUï

«ñUî˛ ÆXOÑWëœ W" X<…b! UëW|WÅ:u~:O< ñWÙ ñW<Wì XO!œ

   øbïWÇ W¶O! :Èœ :vºM:OÄ UäUïuè ‰ ÊU|WÅ:u~:O<

x y z

x y z

x y z

+ + =

− + =

+ − =−

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2

2

2 3 1
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vL¶|ñUÖ:uì s:O|WA8Wï

 ZïUîñUz

•s:O|WA8Wï :u! U"ËUÙ s:O|…u:OÅ

  ÆsfiOçïœ vL¶|ñUÖ:uì Ë vï«u"

•vL¶|ñUÖ:uì s:O|WA8Wï

:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë  sfiOçïœ

:v|UN! Ë ÊWëœWM:|Ë Ê«Ë :u!

 ÆÊd:Oî˛WÙ œ Ê«Ë

 U|Wï«Ë

44
UïUç:OÄ :u! ÊUL¶|ñUÖ:uì

sMOzœñUJ! :vÑUz UOOÅd"

 øvÇ:u!

Logarithmic Functions

  ˜«ñ«“

Vocabulary

     r¶|ñUÖ:uìLogarithm

 v|U<Uz UL¶|ñUÖ:uì

Common logarithm

 v¶ÅËd< UL¶|ñUÖ:uì

Natural logarithm

 vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï

Logarithmic function

vï«u" U|WA:OëËUÙvL¶|ñUÖ:uì U|WA:OëËUÙ

log a x
b

= b ax =

b b> 0 1, ≠

 W¶O§! «œ ÈWëœ Ê«ñU3 ËËœ :vë…ñUM|œ Ê«ñU3bïWÇ8U|WA:OëËUÙ :vOÅœ u" øñUM|œ

«dO! ‰ WëWÙ ÈWJ!ñUJOÅ ÈñeÙ » :v|WA:OëËUÙ :vÑWz v:OÅœ u" ÆÈñUë vÑ vïbï«uï :u! vMO!ñUJ!

 :vë…ñUM|œ u" X:OÑœ ¨            uë XO!W"3 «œ ÈWJ! Ê«ñU3ËËœ Ê«ñU38 ÆsÑWJ! W" X<…b! ñUM|œ

 W¶OO! «œ ÈWë Ê«ñU3ËËœ Ê«ñU3 bïWÇ :Èœ :vë…ñUM|œ512:ÈñUO<dÄ :vÑ :vOÅœ u" øñUM|œ

U|˛UÑ:ËñW! Uë…ñ«œdë UïUMOzñUJ! ÆÈWJ!ñUJOÅ                 U|WA:OëËUÙ :vOA! u" WëWÙ ÈWJ!ñUJOÅ

UM"ñUî˛WÙ W¶O!œ È˛UÑ:ËñW! «ñ«œdë ˜Wz ÆÈdëñU|œ UëWï«u" » :vë…e:OÙ :u! :vëW|…ñUî˛ UïdëbMK!

 Æ vL¶|ñUÖ:uì r¶|ñUÖ:uìW¶O§"UÙ :ÈË :u! ÈdJ|ñU|œ ©WMOâM!® UëW|…ñUî˛ «e:OÙ :ÈËWz Uï«u" W¶O!œ

   ÆXOÑWJ! W" X<…b! v|«b:OÄ :v|UN! «œ ÊdëbMK!

 ÆÈ˛UÑ:ËñW! Ë vOfiçM! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ » vï«u" U|WA:OëËUÙ :vOÅœ u"

1 2 8× =( )x

2 83 =

2 512x =

 U|Wï«Ë 704-3



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1 vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ :u! vï«u" :v|…u:OÅ ˛ s|;ñ:uÙ:uÖ

 ÆWfiOçM! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ ñW< ‰ vï«u" UëW|WA:OëËUÙ ñWÙ

 ÆvL¶|ñUÖ:uì :v|WMOâM! W¶O!œ :Èe:OÙ :v|WMOâM!

 Ær¶|ñUÖ:uì W¶O!œ Èe:OÙ Uï«u"

  W¶O!œ :ÈdH< Uï«u" » :ÈdH< vK! ˛ :vëW|…ñUî˛ ñWÙ «e:OÙ1

 ÆXO! VìU< U| ©r¶|ñUÖ:uì® ÊU| Ê«u" XO!b:OÇ

   ÆXO! „…Ë«ñ:uÖ ©Ê«u" ÊU|® r¶|ñUÖ:uì XO!b:OÇ

vï«u" U|WA:OëËUÙvL¶|ñUÖ:uì U|WA:OëËUÙ

log
2

64 6= 2 64
6

=

4 41=

5 10 =

5 0 042− = .

3 81
x

=

log4 4 1=

log5 1 0=

log .5 0 04 2=−

log3 81=x

GC
Ü
ê

O

g

GC9 812 =Ü33 27=êx x0 1 0= ≠( )

 ÆWfiOçM! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ ñW< ‰ vï«u" U|WA:OëËUÙ  …b§ìËWÙ

 ÈWï«Ë71 4-3

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2vï«u" :v|…u:OÅ :u! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ ˛ s|;ñ:uÙ:uÖ

 ÆWfiOçM! vï«u" :v|…u:OÅ ñW< ‰ vL¶|ñUÖ:uì U|WA:OëËUÙ
 …b§ìËWÙ

 ÆWfiOçM! vï«u" :v|…u:OÅ ñW< ‰ vL¶|ñUÖ:uì UëW|WA:OëËUÙñWÙ

 ÆÈe:OÙ :v| W¶O!œ vL¶|ñUÖ:uì :v|WMOâM!

 ÆWO:|e:OÙ Uï«u" r¶|ñUÖuì

 ÆXO! VìU< U| r¶|ñUÖ:uì XO!b:OÇ

  vL¶|ñUÖ:uì U|WA:OëËUÙvï«u" U|WA:OëËUÙ

10 1002 = log10 100 2=

log7 49 2=

log .8 0 125 1=−

log
5

5 1=

log
12

1 0=

7 492 =

8 0 1251− = .

5 51=

12 10 =

GC
Ü
ê

O

g

Ê«Ë :v$ñW< W" XO!b:OÇ ÆsMO§Nº! :vL¶|ñUÖ:uì ñW< ‰ :Èe:OÙ s:O|U<U| s:OÅœ «ËWì ¨Wï«u" r¶|ñUÖ:uì

 Æ:vJOÙUîËœ U|WïËu/ ‰ XO! dë ÊU"WHO<

GClog
10

10 1=Ülog
12

144 2=êlog
1
2

8 3= −

ÊUL¶|ñUÖ:uì s:O"WHO< p:|bïWÙÊ

 UL¶|ñUÖ:uìb ÈWMOâM! »b

 UL¶|ñUÖ:uì1

log
b

b =1

log
b
1 0=

b b1 =

b0 1=

log
10

10 1=

10 101 =

log
10

1 0=

10 10 =

b Æ         Ë          Ë X:O! „W|WMOâM! ñWÙb > 0b ≠1

vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ vï«u" È…u:OÅ WïËu/

 v|U<Uz UL¶|ñUÖ:uì WMOâM! UL¶|ñUÖ:uì10 ËWz XO!dëWï ñU|œ :vL¶|ñUÖ:uì ÈWMOâM! WëWÙ Æ10Æ

 ∫WïËu/log log5 5
10

=



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3∫ÈñeÙ » :vL¶|ñUÖ:uì :v|UN! UM"ñUî˛WÙ

GCÜ

 Æ:Èd:Oî˛WN! ÈñeÙ » vë…;d! ñWÙ :v|UN!  …b§ìËWÙ

 Æ…d:Oî˛WN! ÈñeÙ » ÊU|UN!

log

log

?

1000

10 1000

10 1000

1000 3

3

=

=

=

log

log

?
4

1

4

1
4
1
4
1
4

1
4

4

4

1

=

=

= −

−

GCÜ log .0 00001log .
25

0 04

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUA:OëWM:|Ë

ñWÙ :Èœ ¨È˛UÑ:ËñW! Ë vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ :u! È;ñ:uÙ:u~! vï«u" :v|…u:OÅ :vOÅœ u" vJïuÇ

 †Wë«b|WÄ Èuï UëW|WA8Wï          vï«u" UëW|WA8Wï

 :vïó:O!œ Ë 5fiOçï W¶:OÙœ vL¶|ñUÖ:uì :È…u:OÅ ñW< ‰ uë U|WA8Wï

Æ È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì :Èñ«u!                       :Èœ ¨               WëWÙ

      U|WA8Wï :v|«œËWî Ë        U|WA8Wï :v|«œËWî W¶O!œ         U|WA8Wï

 :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ‰ Æ        U|WA8Wï :Èñ«u! W¶O!œ

U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë                 U|WA8Wï

:Èb! u8 :ÈñW! ÆXO!œñU|œ           :vK:OÙW¶<«;ñ Ë                       È˛UÑ:ËñW!

ñ:Ëbì WM:O3ËUÙ œ È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï Ë vï«u" U|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ ËËœñWÙ uë

  ÆvK:OÙW¶<«;ñ ÈËWz

g x xb( ) log=

y x=

f x x( )= 2

g x x( ) log= 2

f x( )

f x( )

f x( )

g x( )

g x( )g x( )

f x bx( )=

 :ÈË«;ñ:uÖ s:O|«b:OÄ s:O|UN!x:u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨WMO!ñUJ! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUA:Oë :u!

 ÆWJ!ñU|œ vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! ÆWJ!WM:|Ë È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï

CGx f x x== −− −− ==2, 1,0,1,2 ( ) 3��;

0

1

1

3

2

9

x − 2

1
9

f x x( )==3 1
3

−1

1

0

3

1

9

2x − 2

1
9g x x( )== log

3
1
3

−1

 WJ!WM:|Ë                U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

ÆÊU|UN! :v|W¶A8 UïUMOzñUJ!

 Æ    W¶O!œ :ÈË :v|«œËWî Ë                 W¶O!œ    vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :Èñ«u!

 vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï UïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUA:Oë :u!

 s:O|UN! «ñW§ÑUïx Æ…;ñ:uÙ:u~!           Ë

f x x( )= 3

f x( ) g x x( ) log=
3

gx x| > 0{ }

 U|Wï«Ë 724-3
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¨                   U|WA8Wï :v| :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUA:OëWM:|Ë :u! WMO!ñUJ!                              s:O|UN!

U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! ¨WJ!WM:|Ë È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÅUÄ

 ÆWJ!ñU|œ vL¶|ñUÖ:uì

 …b§ìËWÙ

x f x x== −− == 00..3,0,1,4,7 ( ) 8��;

1

0.812

4

0.4

7

0.2

x − 3

g x x( )== log
0.8

0

1

0.812

4

0.4

7

0.2

x − 3

f x
x

( )== 0.8

0

x = − −2 1 1 2 3, , , ,f x
x

( )= ( )3
4

Ü
  WJ!WM:|Ë                    U|WA8Wï :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

     ÆÊU|UN! :v|W¶A8 UïUMOzñUJ!

vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë UïUA:OëWM:|Ë :u!

 s:O|UN! «ñW§ÑUï ¨x«b|W¶A8œ         Ë

  Æ…;ñ:uÙ:u~!

 Æ     W¶O!œ :ÈË :v|«œËWî Ë                  W¶O!œ         vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :Èñ«u!

f x x( ) .= 0 8

f x( ) g x x( ) log
.

=
0 8

g x( )x x| > 0{ }

 U|Wï«Ë73 4-3

v¶ÅËd< UL¶|ñUÖ:uì Æ    :v|WMOâM! » WL¶|ñUÖ:uì

 vL¶|ñUÖ:uì :ÈËWz ÆsM:OzœñUJ! v¶ÅËd< UL¶|ñUÖ:uì :u!     v|UL:OÙ

 s:OL¶|ñUÖ:uì Ë ©vÙ…œ® v|U<Uz UL¶|ñUÖ:uì s:O"WHO< ÊUîWÙ

 ÆWïWÙ Èœ

v¶ÅËd< UL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï U|WA8Wï W¶O!œ

        ËWz uJïUz Æv¶ÅËd<U| vï«u" U|WA8Wï ÈñW§î«ñW! U| vL¶|ñUÖ:uì

 ôWî:uë W¶O!œ :ÈË :Èñ«u! Æ   :ÈWMOâM! » WOL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï

s:O|…ñUî˛ ËuîWÙ W¶O!œ :ÈË :v|«œËWî Ë »W3Ëuî s:OO¶<«;ñ  s:O|…ñUî˛

   ÆñW§î«ñW! :v|WM:|Ë ËWz W¶O!œ :ÈË :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë Ë v¶<«;ñ

f x x( ) ln=

R

e

e

ln



 ÆWfiOçM! …u:OÅ s|d"…œU< » vë…;d! ñWÙ  …b§ìËWÙ

100 000 v¶AÄ ñUM|œ8Â«Ë…œñW! vëW|…u:OÅ » È…ñUÄ ÈË UM"ñUî˛WÙ WëWÙ ¨bïWÇ W¶O!œ ÊôU<

    øXO!          Èœ Ë U|…ó:|;ñ WïôU<  vëW|UHî » ¨XO!

 …b§ìËWÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/5v¶ÅËd< s:OL¶|ñUÖ:uì Ë vï«u" s:|;d! Uïœdë…œU<

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/6:ÈñËu!Uz ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

  ÆXO! Â«Ë…œñW! v|…ñUÄ UïUï«œ :vî…œ             W¶O!œ W|U<U| ËWz ÆW¶:|ËUz :v|UHî U|Ufi:|ñ WMO:|ñWÖWÑ ÂWz WëWÙ

ln .e3 2
lne

x y+4 GCe x2ln Üê

 :vî…œ :u! ñUM|œ ÊuOKî p:Oz10U|…ó:|;ñ WïôU< vëW|UHî » ÊôU<

vëW|…u:OÅ » È…ñUÄ ÈË UM"ñUî˛WÙ uë ÆÊUï«œ     :v|«dJ:O" » ÈË

 v¶AÄ …ñUÄ ËWz ÆXO! Â«Ë…œñW!10   øbïWÇ W¶O! :Èœ ÊôU<

A pe

A e

A

rt=

=

≈

×1000 000

1 648 720

0 05 10� �

� �

.

A pert=

5%

U<U|

 WMO!ñUJ! :vïUï«bN'

 WMO!ñUJ! d:Oîó!

 v¶AÄ …ñUÄ ËWz10 W¶O!œ ÊôU<1 648 720  ÆvJ|e:Oï  » ñUM|œ

3 5. %

  «b:O|ñUëdO!œ ÊËu§î«Ë…œñW!

   ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ÆÈd:Oî˛WÙ :Èœ                  Ë                       «ËWÇ WJ§ïËË;ñ ¨                             uë vï«e! WëWÙ

2 Æv|U<Uz UL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï Ë v¶ÅËd< UL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï «ñW§ÑUMì WOOÇ “«ËUO3

3s:O| :vïdJïËË;ñ s:O|WM:|Ë uë ¨WJ§îU$Wzñ…œ ø…bïWÇ         :vî…œ vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :v|UN!

 øWJ!ñU|œ :vìU8 :ÈËWz ¨Êñ:u!œ «ñ ÈdJ|ñU|œ UëWìU8œ  ÊU|WA8Wï ËuîWÙ

log .10 5 0 6990=log .10 0 005log10 500

x =1

 U|Wï«Ë 744-3

 ÆWfiOçM! …u:OÅ s|d"…œU< » vë…;d! ñWÙ

CGlne t−2

lne tt− = −2 2

e
xln( )−1

e x
xln( )−

= −
1

1

Üe x5ln

e xex x5 55ln ln= =

ê
ñUJOÅ



;

 ÆWfiOçM! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ ñW< ‰ vï«u" UëW|WA:OëËUÙ ñWÙ

 ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ

4567 2 4 10. =4 81 5. =3 243x = 10 0 012− = .

 ÆWfiOçM! vï«u" v|…u:OÅ ñW< ‰ vï«u" UëW|WA:OëËUÙ ñWÙ

891011 log .4 0 0625 2= −log ( )x − =16 3log6 3x = log ..0 9 0 81 2=

:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨v|«b:OÄ s:O|UN! UïUMOzñUJ! WA:OJ! :vëW|WA8Wï ñWÙ :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

 ÆWJ!ñU|œ vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! ÆWJ!WM:|Ë È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :u!

1213 x = − −2 1 0 1 1 5, , , , . f x x( )= 5;x = − −2 1 0 1 2, , , , f x x( )= 5

 ÆWfiOçM! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ ñW< ‰ vï«u" U|WA:OëËUÙ

14151617 x2 5 32. =6 216x =4 0 251− = . 1 2 10. =

 ÆWfiOçM! vï«u" :v|…u:OÅ ñW< ‰ vL¶|ñUÖ:uì U|WA:OëËUÙ

18192021 log5 625 4=log2 6x =logπ π =1 log .4 5 1 0=

ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

;

:vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë vÅUÄ ¨v|«b:OÄ s:O|UN! UïUMOzñUJ! WJ!WM:|Ë :vëW|WA8Wï ñWÙ :u! :vïdJïËË;ñ :v|WM:|Ë

 ÆWJ!ñU|œ vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :v|«œËWî Ë ñ«u! ¨WJ!WM:|Ë È˛UÑ:ËñW! U| vL¶|ñUÖ:uì U|WA8Wï :u!

2223 x = − −2 1 0 1 2 3, , , , , f x
x

( )= ( )4
5

;x = − −2 1 0 1 2 3, , , , , f x
x

( )= ( )4
3

 U|Wï«Ë75 4-3

 ÊbïöîW8 UïbïöîW8 :u! WMO!ñUJ!log200 Ëlog2000  Æ 24

 ø               :u! vL¶|ñUÖ:uì :v|…u:OÅ W¶O!œ :Èñ«u8 ‰ s:OïUÑWz óOë 25

log
7

2 128=

log
2
128 7=log

2
7 128=

log
7
128 2=

CG
O

ê

Ü

2 1287 =

3

log2    0.30�



 ‘UÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

g:OÄ :u! „WM|;d:OM:Oì

2 3

1 4−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ø…d:Oî˛WN!                  :v|dëe:|ñ :ÈË«;ñW~ìWÙ

 ∫ :vÄWÇ :v8…;ñ :u! :v¶<«;ñ :v8…;ñ ˛ WJ! ñW< ‰ :vMOì:uJ:Oì Ë ÊU|…ñUî˛ ÊUÑ …b! :u8 :ÈñW!

:v8…ñ :u! :vÄWÇ :v8…ñ ˛ vÇ œ :ÈË ˜ËËœ ‰ Èœ UëW|…ñUî˛ :u! vëW|…ñUî˛ «ËWÇ

 …ñUî˛ ˛ ÊdJ:Oá¶<…œ :v¶<«ñ2 …ñUî˛ í|Ëœ ‰ U|…ñUî˛ ø21      ø…bïWÇ

1 1 2 3 5 8 13 21, , , , , , , ,...

7 3. %

 U|Wï«Ë 764-3

26

27 vëW|UHî » ÊUï«œ WOO"UÙ :vJïU! ‰ vëW|Wî :̨uë :u! vï«u" UïËu!WÅWÖ :v|WJì:uëËUÙ

 øWOOÇ XO!          ÈË  U|…ó:|;ñ

28



   :vÅW!

44
  Wï«Ë

.1s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

 v|…ñUî˛

.2s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

  v|…“«bïWz

  p:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

Sequences

:vÅW!477



 » Èuï UëWK:O§î:Ëd" vïUçÅ17 750 000:vÑ :v|UN! ÊU"Wî«ñ…œ U3U! U|ñW!Wç:|;ñ ¨È;dë Ê«ñUM|œ

 ÆXOMOKîW8œ :Èñ«u8 ‰ :v|…u:OÅ » :v˘U< ˜ËËœ ‰ ¸U< :vK:O§îËd"

 W¶O!œ ÊU|…ñUî˛ ÊUÑ ˛ p:Oz ñWÙ ÆsMOzbJ:OÄ :vëWJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz …ñUî˛ ˜Wz „W|…œ«;ñp:Oz s:O|…œ«;ñ ˛

 :vïó:O!œ Ë ¨XO!WÙ ÊU|…œ«;ñ U| ñËuM< :v! UëW|…ñUî˛ :vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz XO!b:OÇ Æ:vJ:Oz ˜ËËœ ‰p:Oz

¨pOÙUîËœ :v! UJ:Oz ˜ËËœ ‰ :vïó:O!œ Ë XO!WÙ ÊU|…œ«;ñ U| ñ«œñËuM< UëW|…ñUî˛ XO!b:OÇ Ë‰ p:Oz

pOÙUîËb! UJ:Oz ˜ËËœWëW|WA8Wï p:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz Èó:O! u" XO!b:OÇ ÆÈñ:u! U|WïËu/ vë…Ë

Ê«Ë ˛ :ÈË :v|«œËWî Ë ¨X:OÙbJ:OÄ ÈdJ:Oá¶<…œ :È©±® ˛ Ë »W3uî s:O| Ë«ËW" s:O|…ñUî˛ ˛ :ÈË :Èñ«u!

   Æ:vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :ÈË :u! …œ«;ñ WM!œ s:|ËWz X:OÙbJ:OÄ v¶<«;ñ s:O|…ñUî˛

 UMOfiOçï ¨ÊWëœ ñUë :v|ñUëdO! :Èñ«u! ‰ s:|ËWza(n):u!      U|WA8Wï UMOfiOçï :vN3 ‰ sMOzœñUJ!

 U|WïU8 :v|…œ«;ñ Ë ÆÆÆÆÆÆ     :ÈËËœ :v|…œ«;ñ Ë     :vJ:Oz :v|…œ«;ñ Æ:vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñn¨      W¶O!œ

 :vïó:O!œ Ë vïuï :v|…œ«;ñn Æ:vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :v|

ñWÙ «ñW§ÑUï ‰ vÙ«œu3 :vJ:Oz :Èñ:u3 ‰ ÆÊ«œ W¶:OÙœ ÊUJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz s:|ñ:u3 ËËœ » v~ïdÖ

Ë vëW|…œ«;ñ ñWÙ «ñW§ÑUï ‰ «ó:|;ñ :ÈËËœ :Èñ:u3 ‰ Ë Æ…;ñ:uÖWï :vëW|UÙW! ÈË g:OÄ ‰ :v|…œ«;ñ Ë vëW|…œ«;ñ

˜ËËœ ‰ p:Oz :̈vJ:Oz :Èñ:u3 s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz Wïó:O!œ Æ…;ñ:uÖWï :vëW|UÙW! ÈË g:OÄ ‰ :v|…œ«;ñ

Æv|…“«bïWz s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :ÈËËœ :Èñ:u3 s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz Wïó:O!œ Ë ¨v|…ñUî˛ s:OJ:Oz

˜ËËœ ‰ p:Oz Èd:Oã :Èœ :ÈËËœ U|Wï«Ë ‰ Ë ¨5! v|…ñUî˛ s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz Èd:Oã :Èœ :vï«Ë :vÑ ‰

vMO! :Èœ ¨v"UÙ :vï«Ë UJ:Oá¶<…œ ‰ UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :ÈË WO|;ñWÖWÑ u" WëWÙ Æ5! v|…“«bïWz s:OJ:Oz

 ∫WM!œ ÊU|…œ«;ñ «ñW§ÑUï ‰ s:OOÙ«œu3 uë

  Æv|…ñUî˛ UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz W¶O!œ ËWz uë XO!œ ñU|œ :vÑ ˛ Ë

 «b:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ «ñW§ÑUïœ s:OOÙ«œu3 :u! ;ñ:uÖWï :v|UÙW! Wïó:O!œWMOâM!

Common difference® W¶O!œ :vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :ÈË :v|WMOâM!1 500 000 ©

 v|…ñUî˛ s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

 ZïUîñUz

•:vëW|…œ«;ñ UïdëñU|œ

˜ËËœ ‰ p:Oz œ Èdë“«u8«œ

  Æ«œ È…ñUî˛ UëWJ:Oz

•WÅW! :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ

‰ p:Oz œ ÊU|…œ«;ñ UëW˘Wî:uë

 Æ«œ È…ñUî˛ UëWJ:Oz ˜ËËœ

   U|Wï«Ë

11
 ‰ p:Oz˜ËËœ„…bMÙ UïdJ¶<Ëñœ :u! ÊUJ:Oz

Uï«bîU$Wz Ê«Ë U$UîñUz sMOzœñUJ! ÊöáîU<

¨v¶ÅËd< s:Oï«œËË;ñ „WìWÖ ñW< ‰ WïUMO :̆uëWÑ

œ UJA|dç:Oë Uë…ñUî˛ UM|;ñ:uÙuÖ „…Ë

 Ævî…œ UM|;ñ:u! ‰WÖœ «b:OëW˘Wî:uë

 øvÇ:u!

Arithmetic Sequences

   ˜«ñ«“

Vocabulary

 p:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

Sequence

  :vëWJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :v|…œ«;ñ

Term of a sequence

  pOÙUîËœ :v! UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

Infinite sequence

 pOÙUîËb! UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

Finite sequence

 v|…ñUî˛ UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

Arithmetic sequence

 ¸U<

 UN!

1234

17 7500001625000014 75000013250000

 …œ«;ñ

 UÙW!

a1a2a3a4

17 7500001625000014 75000013250000

an

an a1a2

−−1500000 −−1500000 −−1500000

 U|Wï«Ë 781-4

16 250 000 - 17 750 000 = - 1 500 000

14 750 000 - 16 250 000 = - 1 500 000

13 250 000 - 14 750 000 = - 1 500 000



Ë v|WMOâM! ¨XO! È…ñUî˛ U| WëWÙ ÆWï ÊU| WO|…ñUî˛ U| WJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz ˜Wz :ÈñWz WJ!ñU|œ

  Æ…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :vJOÙUîËœ ‰ :v|…œ«;ñ ˜ËËœ ‰ :v|…œ«;ñ

 ‰ p:Oz Uïdë«œu3˜ËËœ v|…ñUî˛ UJ:Oz

 ‰ p:Oz˜ËËœ :ÈË :v|WMOâM! Ë ¨WO|…ñUî˛ UJ:Oz5:v|…œ«;ñ Ë ¨

 Æ                    W¶O!œ Èdë“«u8«œ

 ‰ p:Oz W¶O!Uï ËWz˜ËËœË vëW|…œ«;ñ ñWÙ «ñW§ÑUï ‰ vÙ«œu3 vJïuÇ Æv|…ñUî˛ UJ:Oz

 Æ;ñ:uÖWï :vëW|UÙW! W¶O!Uï ÈË g:OÄ ‰ :v|…œ«;ñ

Ë v|WMOâM! ¨Ëu! v|…ñUî˛ U| WëWÙ ¨Wï ÊU| WO|…ñUî˛ U| WJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz ˜Wz :ÈñWz WJ!ñU|œ

 Æ…d:Oî˛WN! :vJOÙUîËœ :ÈñU|œ :v|…œ«;ñ ˜ËËœ ‰ v|…œ«;ñ

  …œ«;ñ12 1772-3

  vÙ«œu35555

22 17 5= +

  …œ«;ñ−40−24−12− 4

  vÙ«œu3−20−16−12−8

−60

Ü GC

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1

 ‰ p:Oz :v| vïËuï :v|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙ˜ËËœ v|…ñUî˛ UJ:Oz    W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

 …b§˘ËWÙ

GC

Ü

ñWÙ ¨«œ ñW§î«ñW! :v|W¶A8 Ë :È“«u:OÅ …b! :u8 :ÈñW!

bïWÇ ˛ p:Oz È:uë :vJ:Oz :v|…œ«;ñ WïUfiëW| „W|…œ«;ñ

  Æv|WMOâM! s:Oï«ñU3

v|WMOâM! ´ :vJ:Oz :v|…œ«;ñ Ω :ÈËËœ :v|…œ«;ñ

 ´ :vJ:Oz :v|…œ«;ñ Ω :vO:O< :v|…œ«;ñ2 v|WMOâM! ™

  Æ Æ Æ U<…ËñWÙ Ë

    ÆÈ;d§!ñ…œ :Èñ«u8 ‰ U|U<U| » È“«u:OÅ vÑ v:OÅœ u"

:vëW˘U< UM|ñ:u! v¶AÄ :vK:O§îËd" :v|UÙW!

n an

a
1

16 750000 15000000= + −× ( )

a
2

16 750000 15000001= + −× ( )

a
3

16 750000 15000002= + −× ( )

a
4

16 750000 15000003= + −× ( )

a
5

16 750000 15000004= + −× ( )

1

2

3

4

5

 ‰ p:Oz :u! v¶AÖ :v|…œ«;ñ U|U<U|˜ËËœ  v|…ñUî˛ UJ:Oz

vïËuï :v|…œ«;ñ ‰ p:Oz :v|˜ËËœ ∫s"ñUî˛WÙ W¶:OÙœ :Èñ«u8 ‰ U|U<U| » v|…ñUî˛ UJ:Oz

 ‰ p:Oz :u! WO:OJ:Oz :v|…œ«;ñ˜ËËœ   ÆW|WMOâM!     Ë :̈vJ:Oz

a a n dn = + −
1

1( )

a
1

d

  Æ…d:Oî˛WN!                          ∫«œ v|…ñUî˛ UJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz œ :vÙ…œ :v|…œ«;ñ

 ˜U~M:OÄ1 Æ                            …d:Oî˛WN! :vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :v|WMOâM!

 ˜U~M:OÄ2    Æ…d:Oî˛WN! :v|U<U| UïUMOzñUJ! :vÙ…œ :v|…œ«;ñ

d = − = −25 32 7

–3, 2, 7, 12, 17, ....

–4, –12, –24, –40, –60, ...

32, 25, 18, 11, 4, ...

1.9, 1.2, 0.5, –0.2, –0.9, ...,   ,    ,    ,    , ...11
3

11
4

11
5

11
6

11
2

 U|Wï«Ë79 1-4

7

7

7

7

7

an = am + (n-m)d



 …b§˘ËWÙ

 …b§˘ËWÙ

a na dn = + −
1

1( )

a
10

32 10 1 7= + − −( )( )

= −31

 ÊUï«bN'

 WJ!…œU<

an 32 25 18 11 4 −3 −10 −17 −24 −31

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 ‰ p:Oz :u! :Èœ“U| :v|…œ«;ñ˜ËËœ ∫…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ È…ñUî˛ s:OJ:Oz

Ü GC

 U<U|

 ÊUï«bN'

 WJ!…œU<

 ‰ p:Oz :u! ñU|œWï s:O|…œ«;ñ˜ËËœ  Æ…d:Oî˛WN!                       È…ñUî˛ UJ:Oz

 ˜U~M:OÄ1    Æ…d:Oî˛WN! v|WMOâM!

 ‰ p:Oz :v| :vÅWÅ :v|…œ«;ñ˜ËËœ              Ë            WëWÙ ¨…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

 ˜U~M:OÄ1      Æ…d:Oî˛WN! ÈWMOâM!

 ˜U~M:OÄ2  Æ…d:Oî˛WN!             Ë             UïUMOzñUJ! ñU|œWï s:O|…œ«;ñ

 ñU|œWï s:O|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙ

 ‰ p:Oz :u! ñU|œWï s:O|…œ«;ñ˜ËËœ  Æ…d:Oî˛WN!                   È…ñUî˛ UJ:Oz

 ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ ËËœ WëWÙ ¨ÈWMOâM! UM"ñUî˛WÙ :u! W<W! ÊU|…œ«;ñ ËËœ UMOï«“˜ËËœ¨vï«e! :vJ:Oz

 Æ…;ñ:uÖWï U| vÙ«œu3 vJïuÇ

a a n dn = + −
1

1( )

− = + −17 11 5 1( )d

− =7 d

a
4

11 1 74 10= + − − = −( )( )

a
3

11 1 73 3= + − − = −( )( )

a
2

11 1 72 4= + − − =( )( )

   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3

 :v|…œ«;ñ® vïËuï :v|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙn ‰ p:Oz :v| ©È˜ËËœ» È…ñUî˛ UëWJ:Oz

  ÆÊU|…œ«;ñ ËËœ UMOï«“
   W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4

a
9

120==a
14

195==

a a n dn = + −
1

1( )

a a ad d
14 1 1

14 1 13= + − = +( )

a a d a d
9 1 1

9 1 8= + − = +( )

195 120 5− = d

15 = d

a a d
14 9

5− =

  Æv¶AÖ :v|…œ«;ñ U|U<U|

 ÆU<U|

   ÆU<U|

 ÆWJ!ñ…bJ:Oì

 ÆÊUï«bN'

 ÆWJ!ñUJOÅ

 U<U|

 ‰ p:Oz :vÑ :v| :vÙ…œ :v|…œ«;ñ˜ËËœÆ        W¶O!œ :vJ:Oz

 WJ§8U< ‰ p:Oz :vÑ˜ËËœ    ÆWJ§îUîW" :vJ:Oz

−31

a
1

11=d = −7

–3, –5, –7, –9, ...9.2, 9.15, 9.1, 9.05, ...

 U|Wï«Ë 801-4

11,    ,    ,    , –17

2,    ,    ,    , 0



 …b§˘ËWÙ

 Ë Ë

 ˜U~M:OÄ2  Æ…d:Oî˛WN!

 ˜U~M:OÄ3  Æ…d:Oî˛WN!      :vÅWÅ :v|…œ«;ñ

 ‰ p:Oz :vÑ :v| :vÅWÅ :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ      W¶O!œ :vJ:Oz

:vJ:Oá¶<…œ s:O|…œ«;ñ „…bMÙ :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ » vÑb:OÄ :vë…ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ Ê«ñU3 ÈW!ñ:Ë“

 ‰ p:Oz s:O|˜ËËœÆXO!WÙ :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ Á…œ :vîW3ñW< » vÑb:OÄ „…Ë ñWÙ ÆW|WÙ È…ñUî˛ UëWJ:Oz

 U|WKÄ U"WÙ vJ:Oá¶<…œ ˛ s:O|…œ«;ñ Ê«Ë :vîW3ñW< :u!      :v|UL:OÙ W" WëWÙn   ∫ UïUMOzñUJ!

  uJïUz

 ˜U~M:OÄ1 Æ…d:Oî˛WN! ÈWMOâM!

 ˜U~M:OÄ1   Æ…d:Oî˛WN!       Ë      ÊU|…œ«;ñ ËËœñWÙ

 ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ UëW˘Wî:uë WÅW! :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ˜ËËœ È…ñUî˛ UëWJ:Oz    W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/5

   ∫…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëW|…dO$“ ñWÙ :u! Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<

a
1

a a n dn = + −
1

1( )

120 9 1 15
1

= + −a ( )( )

120 120
1

= +a

0
1

= a

a a n dn = + −
1

1( )

a
6

0 1 156= + −( )

= 75

75

 ÆU<U|

 ÆWJ!…œU<

 ÆÊUï«bN'

 ÆWJ!ñUJOÅ

 ÆU<U|

 ÆÊUï«bN'

 ÆWJ!…œU<

a
6

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! :Èœ“U| :v|…œ«;ñ˜ËËœ ∫WëWÙ …d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ È…ñUî˛ UëWJ:Oz

Ü GC

Ü GC

a
3

20 5= .a
8

13= a
3

121= − a
2

133= −

Sn

S a a a an n n= + + + +
−1 2 1

...

S nn

a an=
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+

1

2

 ‰ p:Oz s:O| :vJ:Oá¶<…œ s:O|…œ«;ñ :vîW3ñW<˜ËËœ È…ñUî˛ UëWJ:Oz

  ÊUç|WÄ » ÊU|…ñUî˛ » :Èd!W3 »

s:O| :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ :vîW3ñW<

 ‰ p:Oz˜ËËœÈ…ñUî˛ UëWJ:Oz

U|…ñUî˛ Uï«bJ:Oì :vîU$Wz W¶O!œ

:ÈbïWÑUï ‰WÖœ ÊU|…œ«;ñ Ê«Ë

Æ:vJOÙUîËœ :v|…œ«;ñ Ë :vJ:Oz :v|…œ«;ñ

 ÂW3ñW<

  W¶O!œ
:v|…œ«;ñ     ¨WïU|…œ«;ñ «ñUî˛

 ÆW:OJOÙUîËœ v|…œ«;ñ      Ë ÆWO:OJ:Oz

S
5

5 5 6 302 10
2

= = =+( ) ( )

S nn
a an=

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

2 4 6 8 10+ + + +
na

1

an

S
15

S
12

d = − = −12 25 13

a nn = +3 4
a

1
a

12

a1 3 4 1 7== ++ ×× ==

a12 3 4 12 51== ++ ×× ==

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ È…ñUî˛ UJ:Oz

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ  vïËuï :v|…œ«;ñ :vëWJ:Oz

 ÆXO!

25, 12, (–1), (–14), ... 
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a15 25 15 1 13

157

== ++ −− −−

== −−

( )( )

 ˜U~M:OÄ3  Æ…d:Oî˛WN!        :v|…œ«;ñ

S n
a a

15
1 15

2

25 157
2

132
2

15

15 99

== (( ))
== (( ))
== (( )) == −−

++

++ −−

−−

( )

00

S n
a a

12
1 12

2

7 51
212

348

== (( ))
== (( ))
==

++

++
S15

 ‰ p:OzñWÙ ‰ Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! v|…ñUî˛ UëWJ:Oz

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ UJ:Oz ‰ p:Oz :u!˜ËËœ:v| :ÈË :v|…œ«ñ UJ:Oz

 vïËuï

Ü

Ü

GC

GC

S5 S
16

 …b§ìËWÙ

 …b§˘ËWÙ

a nn == −−50 20

ÊUOO<ñuë «ñUî˛ ¨vïUNO3 UëW|:uïUÅ U¶<«;ñWÑUï ‰

 ‰14 ‰ p:Oz :vJ:Oz s:|e:|;ñ˜ËËœÈ…ñUî˛ UëWJ:Oz

 ÆsMOzbJ:OÄ

ÊU|:uïUÅ ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

 «e:|;ñ s:OO<ñuë «ñUî˛14 ø…bïWÇ

©±® Èœ Uë…e:|;ñ :u! :vë…e:|;ñ ‰ ÊUOO<ñuë «ñUî˛ uë :Èb! :u8 :ÈñW!

 ¨            UïUMOzñUJ! WfiOçM! :v|U<U| ÆXO!œ …b:|“ v<ñuë

 ‰ ÊUO<ñuë «ñUî˛14  ø…bïWÇ :vJ:Oz s:|e:|;ñ

‰ p:Oz s:O| vJ:Oá¶<…œ s:O|…œ«;ñ :vîW3ñW< U|U<U| UïUMOzñUJ! …d:Oî˛WN!

˜ËËœ  È…ñUî˛ UJ:Oz

d =1 a
1

11=

a a n dn = + −
1

1( )

a
14

11 114 1= + −( )( )

= +11 13
= 24

WfiOçM! vïËuï :v|…œ«;ñ U|U<U|

 U<U|

 ÊUï«bN'

ÊUï«bN'

 WJ!…œU<

 WJ!…œU<

S
14

S nn
a an= ( )+1

2

S
14

14 11 24
2

= ( )+

= ( )=14 24535
2

 «e:|;ñ1

 «e:|;ñ2

 «e:|;ñ3

 «e:|;ñ4

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/6

 øÆÆÆ WëWÙ XO! ı :Èœ:ÈËËœ «e:|;ñ ˛ :̈vë…e|;ñ ñWÙ ‰ ÊUOO<ñuë «ñUî˛ uë Wï«œU<…Ë

  Æ:u8 g:OÄ «e:|;ñ ˛ s!œ …b:|“ v<ñuë ËËœ

 «e:|;ñ s:OO<ñuë «ñUî˛14  ø…bïWÇ GC ‰ ÊUOO<ñuë «ñUî˛14 ø…bïWÇ :vJ:Oz s:|e|;ñ Ü

 ˜U~M:OÄ2 Æ…d:Oî˛WN!        :v|…œ«;ñ ˜U~M:OÄ2 Æ…d:Oî˛WN! a15S12

 :ÈœñUÇ «e:|;ñ ‰24  ÆWïWÙ v<ñuë

 ‰14 :vJ:Oz s:|e:|;ñ245   ÆW|WÙ v<ñuë

12, 7, 2, (–3), ... 

 U|Wï«Ë 821-4



:v|…œ«;ñ Ë ÈWMOâM! ¨Ëu! v|…ñUî˛U| WëWÙ ¨Wï ÊU| WO|…ñUî˛ U| p:Oz í:|Ëœ ‰ p:Oz :ÈñWz WJ!ñU|œ

     ∫…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :vJOÙUîËœ ‰ :v|…œ«;ñ v¶AÄ

  «b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ‰ p:Oz :u! vïËuï :v|…œ«;ñ «ËWÇ WJ§ïËË;ñ˜ËËœ       È…ñUî˛ UJ:Oz ÆÈd:Oî˛WÙ œ

2 :vìW! X|dÖœ WÑ:u‹!               vïËuï :v|…œ«;ñ :È;d! vÇ:u! WJ§ïËË;ñnd  ÆX|dÖUï WÑ:u‹!

3 ‰ p:Oz «ñW§ÑUMì UOÙ«œu3˜ËËœ ‰ p:Oz Ë È…ñUî˛ UJ:Oz˜ËËœ ÆWJ§ïËË;ñ È…“«bïWz UJ:Oz

( )n d−−1

4

  ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ

5

 Æ…d:Oî˛WN! Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<

 ‰ p:Oz ËWz :ÈñWz WJ!ñU|œ˜ËËœÈWMOâM! ¨Ëu! È…ñUî˛ U| WëWÙ ¨Wï ÊU| WO|…ñUî˛U| WJ:Oz

      Æ…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :vJOÙUîËœ ‰ :v|…œ«;ñ v¶AÄ v|…œ«;ñ Ë

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ UJ:Oz 14S15 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ:v| :ÈË :v|…œ«;ñ UJ:Oz

 ÆXO!                        vïËuïa nn == −− ++2 6

S12 15

 ‰ p:OzñWÙ :u! :v¶ÅWÙ :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

6

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! ñU|œWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ∫…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! :vÙWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

813, ,

7

,

,, ,

99, ,,101 4. , ,,

111213

16

 ø:vÅWÅ üU< ‰ bïWÇ W¶O! :Èœ WÇËuî ËWz GC

 øbïWÇ W¶O!œ †dÖœñ…Ë ÊôU< ‘WÅ ñWÙ ‰ËWz :v|…ñUÄ :vîW3ñW< Ü

  ÊUMO£Nº!Ë ÊUM:OÙ«;ñ

1718

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! :Èœ“U| È…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

1920

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! ñU|œUï È…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! È…ñUî˛ UëWJ:Oz

21,, 22

 :ÈdëÈË :È;d! WïôU< vëW|WÇËuî » È dëñUë Ê«ñUOï«“ UëWOïUáî:uë ‰WÖœ ÈbMK!

 øXO§! …b:|“ Ê«ñUM|œ                 WïüU< WÇËuî ËWz vëW3ñWî » Ë ¨Ëu! ñUM|œ

26 000 000

1 250 000

77,−−29,

– 4, 2, 8, 14, ...

46, 39, 32, 25, 18, ... 

3, 8, 13, 18, ...

a5 = 19, a4 = 27 

5, 9, 13, 17, ...

288, 144, 72, 36, 18, ...

12, 11.9, 11.8, 11.7, ...

33, ...–2, ...

–3.0, –2.5, –2.0, –1.5, ...

–2, –12, –22, –32, –42, ...

a4 = 12.6, a3 = 12.2a6 = –11, a3 = – 5

25, ..., 37, ..., –1, ...

28, 21, 15, 10, 6, ... 

– 3.2, –3.4, –3.6, -3.8, ...
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 ‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

313233

g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

 ‰ p:Oz œ :vJ:Oz :v|…œ«;ñ˜ËËœ W¶O!œ «b:OëWJ:Oz2vï«ñU3 ËËœ W¶O!œ Èœ vëW|…œ«;ñ ñWÙ Æ

 ‰ p:Oz :ÈË :u! :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ Á…œ ÆÈË g:OÄ ‰ :v|…œ«ñ˜ËËœ ÆWfiOçM! :vJ:Oz

34

232425

 ‰ p:Oz ñWÙ :u! :Èœ“«Ëœ :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! v|…ñUî˛ UJ:Oz

 Æ…d:Oî˛WN! Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<

 ÆWïËu!…ó:Oì ÊU| W|WÅWÖ UëW|WA8Wï WA8Wï ˜Wz :ÈñWz WJ!ñU|œ

26S1527  ‰ p:Oz :u!˜ËËœ   UJ:OzS14 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ:v|…œ«;ñ WëWÙ È…ñUî˛ UJ:Oz

 ÆXO!                        :ÈË :v| vïËuïa nn == −−14 1
2

  ñW!ñUJ!‰WÖœ Ë ÆÈñUOÅ:Ëdã Wï«œ ñUM|œ           :vJ:Oz UO¶ãW4 ‰ ¨È;dë Xfiè » „WfiOîWè :vM|˛Uë

 Æ†WJ!…b:|“ :v¶fiOè :u! Ê«ñUM|œ         :vëWO¶ãWÙ ñWÙ ‰ XãWJJ:|;ñ ÈË

 vÙUÑUzÈñW§î«ñW! f|ñUÄ ‰ ñWÑ:uì :vî…;ñWÙ

W"UÙ «b:O¶fiO! :ÈœW< s:OO¶ÅWÙ ‰ ñWÑ:uì UïU8…“:uî

ËWz Æv|WÅuÅ s:O|WÇñUÄ ÊUMOzñUJ! ÊdëUÑUz

:v¶<Uz ¨X:OÙbJ:OÄ ÊU| W¶<Uz „…bMÙ ˛ Wî…ñWÙ

 ˛ ÈñW<4WÇñUÄ Ê«Ë «ñUî˛ Ë X:OÙbJ:OÄ ÊUÇñUÄ

 :Èñ«u8 ˜…ñW! ÊU|4   ÆXO!œ…b:|“ ÊUÇñUÄ

28

29

 ø†…œ :Èœ :vÙWï UO¶ãW4 ‰ È…ñUÄ bïWÇ GC

 ø…bïWÇ †…œœ :vÙWï UO¶ãW4 UJOÙUîËœ ‰ :v|…ñUÄ :vîW3ñW< Ü

15000

5000

 ÆWfiOçM! «œ   :v¶<Uz œ ÊUÅËuÅ WÇñUÄ «ñUî˛    :vÄ

 ˛ Wî…;ñWÙ ËWz WëWÙ18 ø…bïWÇ ÈWÅuÅ s:O|WÇñUÄ ËuîWÙ «ñUî˛ ÆX:O§J:OÄ ÊU¶<Uz

GC

Ê«Ë «ñUî˛ ˛ …d¶L:Oë ÊUMOzñUJ! WMO"UÙ v¶<Ëñœ » s:|WÇñUÄ Ê«Ë «ñUî˛ v¶<«;ñ »

 » s"ñUî˛WÙ WMO"UÙ s:OÇñUÄ11W"UÙ :vî…ñWÙ :u! „W|…“«Ëñ…œ vJïuÇ ¨ÊUÇñUÄ

 ø…bïWÇ X|dÖœ WÑ:u‹! Â…ñWÙ s:OÇñUÄ Ê«Ë «ñUî˛ ÊdJ¶<Ëñœ

Ü

ê

n n

  ©UO3uìu:O3® v<Uï vÑ…“UJ|dîWz :Èñ…uAOë

 ÆXÑWëœñËËœ UÄËñWz :Èñ…uA:Oë ˛ WïôU< ñËuëU!

30

 v¶AÄ50» ñuëU! ÈUJ|dîWz :Èñ…uA:Oë ÊôU<

 øXÑWëœ ñËËœ UÄËñWz ˛ :ÈbïWÇ

GC

v<UL:Oë » ñ…uA:Oë ËËœñWÙ ÊüU< bïWÇ v¶AÄ

1 ÆsÑWëœñËœ ËËœ uJ:Oz ˛ ñW¶:OîuKOë

Ü

f x x( ) . ( . )== 1 25 0 75f x x( ) . ( . )== 1 43 5 32f x x( ) . ( . )== 0 92 0 64

 7ãWëñËËœ

 WïôU< 2 3. cm

a5 = 16.2, a4 = 18.4

–18, –16, –14, ...

a8 = 46, a4 = –2a25 = –58, a22 = –49

 U|Wï«Ë 841-4



 ‰ p:Oz˜ËËœÈ…“«bïWz s:OJ:Oz

 ZïñUîUz

•˜ËËœ ‰ p:Oz UïdJ<Uï

  ÆÈ…“«bïWz s:OJ:Oz

•:v|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙ

˜ËËœ ‰ p:Oz œ Èdë“«u8«œ

  Æ«œ È…“«bïWz s:OJ:Oz

•WÅW! :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ

‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ UëW˘Wî:uë

ÆÈ…“«bïWz s:OJ:Oz ˜ËËœ

  ˜«ñ«“

Vocabulary

 v|…“«bïWz s:OJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz

  U|Wï«Ë

22
 ‰ p:Oz :vÅ“ñ…Ë s:O|ñU| s:|ñWï«bïöÄ˜ËËœ

«ñUî˛ UïœdëñU|œ :u! sMOzñUJ! v|…“«bïWz s:OJ:Oz

 Æ «b:OëWìu8 ñWÙœ ÊUO|ñU|

 øvÇ:u!

Geometric Sequences

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1

 ˜Uïœ ”UOìË UM|dO<128ÊËbK§1Ë ‰ ÊUâë U| :vfiïW" U|ñU| UOïUî…ñUè ‰ «œ Ê«ñWJ|ñU|

Wimbledon üU< ‰2003ËËœ «ñW§ÑUïœ :vëWO|ñU| ñWÙ UOÙUîËœ ‰ ¨UMOz WÑ:u8 X<…b! :vJ:Oz U|WKÄ

Ë ÆXÑWëœñ…œ :v|ñU|˛ v|:uÇWïñ…œ «ñWJ|ñU| Ë ¨XO!œ Â«Ë…œñW! XOÑWëœ Wî ñW! «ñWJ|ñU| «œ Ê«ñWJ|ñU|

«ñUî˛ UM|;d!ñ…œ s:OÅœ Ë ÆÊ«Ë UçOï W¶O!œ Ê«ñWJ|ñU| «ñUî˛ :vëWì:u8 ñWÙ UOÙUîËËœ ‰ …ËWz :ÈË UïUî«ñ

 UïUMOzñUJ! :vJì:u8 ñWÙ UOÙUîËœ ‰ sMOîœ s:|ñWJ|ñU| ‰ p:Oz˜ËËœÈ…“«bïWz UëWJ:Oz ÆÊWJ!

 ‰ p:Oz ‰˜ËËœÈ…“«bïWz UJ:OzGeometric sequence:v|…œ«;ñ Ë vëW|…œ«;ñ ñWÙ  «ñW§ÑUï ‰ …fló:|;ñ

 WïUfiëW|Wï Ë …ñ:uÖU| ÈË g:OÄ ‰1 :v|…ó:|;ñ :vÑ Wïó:O!œ Æ :v|WMOâM!Common ratio ‰ p:Oz˜ËËœ

 :v|UL:OÙ Ë :vJ:Ozn  Æ    WMOâM! W|ñu! U|WïËu/ ‰ ¨sMOzœñUJ! :u!

 ‰ p:Oz UïdJ|ñU|œ :u!˜ËËœU| ÈË g:OÄ ‰ :v|…œ«;ñ Ë vëW|…œ«;ñ ñWÙ U|…ó:|ñ X:OÑœ ¨v|…“«bïWz UJ:Oz

 Æ XO!;ñ:uÖ Wï

 ‰:u8

 …ñUî˛

1

128643216

234

 …ó:|;ñ32
64

1
2

= 64
128

1
2

=16
32

1
2

=

 ‰ p:Oz :ÈñWz WJ!ñU|œ˜ËËœWëWÙ ¨sï«Ë˛uÇWï ÊU| WO|…ñUî˛ U| ÊU| WO|…“«bïWz U| WJ:Oz

 ∫…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :vJOÙUîËœ ‰ :v|…œ«;ñ v¶AÄ :v|…œ«;ñ Ë ÈWMOâM! ¨XO! È…“«bïWz U|

 ‰ p:Oz Uïdë«œu3˜ËËœÈ…“«bïWz UJ:Oz

 ‰ p:Oz ËWz :ÈñWz WJ!ñU|œ˜ËËœ¨sï«Ë ˛ ı Wï ÊU|  ¨WO|…ñUî˛ ÊU| WO|…“«bïWz U|WJ:Oz

   Æ…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :vJOÙUîËœ ‰ :Èœ«;ñ v¶AÄ v|…œ«;ñ Ë v|WMOâM! ¨Ëu!…“«bïWz U| WëWÙ

ê

ê

Ü

Ü

GC

GC

Geometric  Sequence

4 5 6 8 8 8 4 6 9

 ‰ p:Oz ËWz˜ËËœU|Wï WJ:Oz

 WO|…“«bïWz U|Wï Ë WO|…ñUî˛

 ‰ p:Oz˜ËËœ∫WO|…ñUî˛ UJ:Oz

  WMOâM!

 ‰ p:Oz˜ËËœWO|…“«bïWz UëWJ:Oz

  WMOâM!

 ∫«bç|Ëœ ‰ È…œ«;ñ40.5 ∫«bÑËËœ ‰ È…œ«;ñ40

  …ó:|;ñ

  vÙ«œu3

  …ó:|;ñ

  vÙ«œu3

 …ó:|;ñ

 vÙ«œu3

3
2

3
2

3
2

4
3

3
2

5
3

7
5

3
2

2

d = 8 r = 3
2

 …b§˘ËWÙ

1
2

8, 12, 18, 27, ...

1.7, 1.3, 0.9, 0.5, ...–50, –32, –18, –8, ...

8, 16, 24, 32, ...6, 10, 15, 21, ...
8    12     18     27 8    16     24     32 6    10     15     21 

,   ,    ,    , ...1
12

1
36

1
108

1
4
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 ‰ p:Oz vëW|…œ«;ñ ñWÙ˜ËËœ:v|…œ«;ñ Uï«bJ:Oì :vîU$Wz W¶O!œ ¨:vJ:Oz :v|…œ«;ñ v¶AÄ È…“«bïWz UJ:Oz

 Æ†WëœñU|œ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 „…ËñWÙ ¨v|WMOâM! s:|e:OÙ ˛ :vë…e:OÙ ‰WÖœ :vJ:Oz

 …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

 ‰ p:Oz :u!      vïËuï :v|…œ«;ñ˜ËËœ ‰ v|…“«bïWz È…ñ«bïWz UJ:Oz˜ËËœ:Èñ«u8 ‰ U|U<U|

∫ÊWëœñUî˛WÙ

ÆW|WMOâM!   Ë :vJ:Oz n|Ëœ ‰ p:Oz :u! WO:OJ:Oz :v|…œ«ñ

ÊËbK§1Ë vëWì:u8 ñWÙ ‰ Ê«ñWJ|ñU| «ñUî˛

 ‰:u8

U|…ñUî˛

 Ê«ñWJ|ñU|

 Ufi:|;ña1

0
128 1

2
= ( )a2

1
128 1

2
= ( )a3

2
128 1

2
= ( )a4

3
128 1

2
= ( )an

n
= ( ) −

128 1
2

1

1n 3 24

128643216an

a a rn
n= −

1
1

r

an

a
1

 ‰ p:Oz :v| :vÙWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ    v|…“«bïWz UJ:Oz Æ…d:Oî˛WN!

 vïËuï :v|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙna ‰ p:Oz :v|˜ËËœ È…“«bïWz UJ:Oz

 ˜U~M:OÄ1…d:Oî˛WN! U<U| UïUM:OzñUJ! v|WMOâM!

 ˜U~M:OÄ2 Æ…d:Oî˛WN! v¶AÖ :v|…œ«;ñ U|U<U| UïUMOzñUJ! :vÙWï :v|…œ«;ñ

  WJ§8U< ‰ p:Oz :vÑ UïdJîUîW"˜ËËœ Æ :vJ:Oz

   W¶O!œ vÙWï :v|…œ«;ñ

 U<U|

ÊUï«bN'

 WJ!…œU<

a

a

a

a

5

6

7

8

80

80 2 160

160 2 320

320

= −

= − − =

= − = −

= −

( )

( )

(−− =

= − = −

2 640

640 2 1280
9

)

( )a

r
a
a= = = −−

2

1

10
5 2

a a rn
n= −

1
1

a
9

9 15 2= − − −( )

a
9

5 256 1280= − = −( )

−1280

√

 ‰ p:Oz ÊUÑWz ˛ p:OzñWÙ :v| :vÙWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ   Æ…d:Oî˛WN! v|…“«bïWz s:OJ:Oz

Ü GC

 ‰ p:Oz :v|WMOâM! UM"ñUî˛WÙ :u!˜ËËœ:ÈË g:OÄ ‰ v|…œ«;ñ ñW< ‰ vëW|…œ«;ñ ñWÙ ¨È…“«bïWz UJ:Oz

 ÆWMOâM! W¶O!œ :vïdJÅW!«œ :vîU$Wz ¨WJ§ÅW!«œ

 ‰ p:Oz :v| v¶AÖ :v|…œ«ñ U|U<U|˜ËËœ È…“«bïWz UJ:Oz

–5, 10, –20, 40, –80, ...

,–   ,   ,–   ,    ,...0.001, 0.01, 0.1, 1, 10, ... 3
8

3
16

3
32

3
64

3
4
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an = amrn-m



 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3

:vJ:Oá<…œ s:O|…œ«;ñ Uë…ñUî˛ :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ » vÑb:OÄ :vë…ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ Ê«ñU3 „WìWÖ

 ‰ p:Oz s:O|˜ËËœÆW|WÙ :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ Á…œ :vîW3ñW< » vÑb:OÄ W" „…Ë ¨W|WÙ È…“«bïWz UJ:Oz

 U|WKÄ U"WÙ :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ Ê«Ë :vîW3ñW< :u!     :v|UL:OÙ W" WëWÙn    ÆWMOzñUJ!

 uJïUz

  …b§˘ËWÙ

 ‰ p:Oz s:O|         :vJ:Oá<…œ s:O|…œ«;ñ :vîW3ñW<˜ËËœ È…“«bïWz UëWJ:Oz

 ∫Êd:Oî˛WÙœ :v|U<U|  :vÑ »

 ÆW|WMOâM!   Ë ¨WO:OJ:Oz :v|…œ«;ñ

 °W!ñ«bÙWÖUz

 ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ ËËœ :vî…œ˜ËËœ

:v|UN! X:OÑœ ¨s!ñU|œ :vJ:Oz

 :u! VìU< :v|UN! » Ë »W3Ëuîr
 ÆXO! «bïUOÅœ U| WëWÙ Èd~!ñ…Ë

 ‰ p:Oz :v| :vÙ…œ :v|…œ«;ñ˜ËËœ         WëWÙ ¨…d:Oî˛WN! È…“«bïWz UJ:Oz

 ‰ p:Oz :v| :vïËuï :v|…œ«;ñ UM"ñUî˛WÙ˜ËËœ ÆÊ«œ«;ñ ËËœ UMOï«“ » È…“«bïWz UJ:Oz

 ˜U~M:OÄ1 Æ…d:Oî˛WN! v|WMOâM!

 ˜U~M:OÄ2   Æ…d:Oî˛WN!

 Æ…d~!ñ…Ë «œu3 «œu3    s:O|UN! ËËœñWÙ

 ˜U~M:OÄ3 ‰ p:Oz U|Ufi:|;ñ˜ËËœ UM"ñUî˛WÙ :u! WMO!ñUJ! Ë WfiOçM! TJ:Oz

fl :vî…œ          W¶O!œ :vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :ÈË :u! :vÙ…œ :v|…œ«;ñv=2 :vî…œ            Ëv=-2 Æ

 Æv¶AÖ U|U<U|

 :vN3 ‰n ÆWï«œ ÈË :v|UN!

 :vN3 ‰n ÆWï«œ ÈË :v|UN!

ÆWJ§ÅW!«œ

 ÆWMO!ñUJ! :vïUï«bNº!

 ÆWJ!…œU<

 ÆWJ!ñUJOÅ

  v¶AÖ U|U<U|

 WMO!ñUJ! :vïUï«bNº!

 WJ!…œU<

  U<U|

 WMO!ñUJ! :vïUï«bN'

 :vN'n  Wï«œ :vÙ…œ

   WJ!…œU<

a
5

96=a
7

384=

a a rn
n= −

1
1

a a r a r
7 1

7 1
1

6= =−

a a r a r
5 1

5 1
1

4= =−

a
a

a r

a r
r7

5

1
6

1
4

2= =

4 2= r

384
96

2= r

± =2 r

a
10

6
1

= a

a
1

a a rn
n= −

1
1

96 2
1

15= −a ( )

6
1

= a

a a rn
n= −

1
1

96 6 2 5 1= − −( )

−3072 3072

a a rn
n= −

1
1

an
n= −6 2 1( )

a a rn
n= −

1
1

an
n= − −6 2 1( )

a
10

10 16 2= − −( )

a
10

3072=

a10
10 16 2= −( )

a
10

3072= −

r

 ‰ p:Oz ñWÙ :v| :vÙWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! :vëWJ:Oz

Ü GCa
5

40= − a
4

8= −a
4

48= a
2

768=

Sn

S a a a an n n== ++ ++ ++ ++−−1 2 1...

S an
r
r

n
== −−

−−1
1
1

( )Sn

a
1r

S a rn
r
r

n
= ( ) ≠−

−1
1
1

1;

 ‰ p:Oz s:O| :vJ:Oz s:O|…œ«;ñ :vîW3ñW<˜ËËœÈ…“«bïWz UJ:Oz

 Ë Ë

a1, a2, ..., an–1, an, ...
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 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4

 …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/5

 ‰ p:Oz ñWÙ :v| Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<˜ËËœ…d:OîóN! È…“«bïWz UëWJ:Oz

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ vïuï v|…œ«;ñ È…“«bïWz UëWJ:Oz

 ÆXO!

 ‰ p:Oz vëWÅW! :vîW3ñW< UM"ñUî˛WÙ˜ËËœÈ…“«bïWz UëWJ:Oz

   U|…dO$“ ‰ S
7

r
a
a= = = −−2

1

6
3 2

 ˜U~M:OÄ1  Æ…d:Oî˛WN! :v|…ó:|;ñ

 ˜U~M:OÄ2…d:Oî˛WN!

  Ë             Ër = −2

S an
r
r
n

= ( )−
−1

1
1

S
7

3 1
1

2
2

7
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
−

−
−

( )
( )

= ( )=− −3 1291 128
3

( )

S
7

n = 7

a
1

3=a
1

1
3

1
3

1 1 0
1= ( ) = ( ) =

−

 ˜U~M:OÄ1 Æ…d:Oî˛WN!

 ˜U~M:OÄ2   Æ…d:Oî˛WN!

S an
r
r
n

= ( )−
−1

1
1

S
5

1
1

1

1
3
1
3

5

=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−

−

( )
( )= ≈

−1 1
243
2
3

1 49.

a
1

S
5

GCÜ

 ‰ p:OzñWÙ ‰ Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! :vëWJ:Oz

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ :v|…œ«;ñ WëWÙ È…“«bïWz UJ:Oz

 ÆXO!                             vïuï

Ü GCS6 S
8

an
n== −− −−( )( )3 2 1

Ê«ñWJ|ñU|     :̈vfiïW" UÄW" :u! ÊËbK§1Ë ô:u8 ‰

ñWÙ UOÙUîËœ ‰ Ê«ñWJ|ñU| «ñUî˛ ÆÊdë Èñ«bÅW!

:ÈË ‰ ÈñU| bïWÇ ÆXO!œ r:Oë Ê«Ë UçOï :u! :vëWì:u8

 øÊ«bîU$Wz WM"UÙ :vOï«ËW˘UÄ

:vÅ“ñ…Ë ñW< ‰ ÊUMO£Nº!

 ˜U~M:OÄ1 ‰ p:Oz˜ËËœ  ÆWfiOçM! :vëWJ:Oz

 Êô:u8 Ê«ñUî˛

«œ    ô:u8 œ ÊUO|ñU| U|«ñUî˛

 Æ«œ Êôu8   œ ÊU|ñU| «ñUî˛ :vîW3ñW<

 ˜U~M:OÄ2 Æ…d:Oî˛WN! Êô:u8 «ñUî˛

 ˜U~M:OÄ3 Æ…d:Oî˛WN! :vï«ËWìUÄ ‰ ÊUO|ñU| :vîW3ñW<

 vOï«ËWìUÄ :ÈË ‰127  ÆÊ«bîU$Wz WM"UÙ ÈñU|

ñWÙ ¨‰ «ñWJ|ñU| U|…ñUî˛ vJïuÇ ¨               W¶O!œ «œ :vJ:Oz ô:u8œ ÊUO|ñU| «ñUî˛

 Æd¶A:OÄ ô:u8 ‰ Ê«Ë «ñUî˛ UçOï W¶O!œ :vëWì:u8

 Æ Ê«bîU$Wz W¶:OÙœ ÈñU| :vJOÙUîËœ ôu8 ‰

 vÅW!«œ ÊU|ô ËËœñWÙ64 ÆWJ!

 ÆWfiOçM!    WMOâM! :u! vï«u" :v|…u:OÅ ñW< ‰

 ÆWJ! ÊUfiëW| ÊUï«u" ËËœñWÙ

WJ!…œU<

 ÆWMO!ñUJ! È…“«bïWz U|…dO$“ :vîW3ñW< U|U<U|

128

= n

= a
k

= Sn

k

an

n

= ( ) −
64 1

2

1

1 1
264

1
= ( ) −n

1
2

1
2

6 1( ) = ( ) −n

1 64 1
2

1
= ( ) −n

1
64

1
2

6 1

7

= −

=

n

n

S
7

64 127
1

1

1
2
1
2

7

= =
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

( )
( )

n
64 128

2==

S
5

an

n
= ( ) −

1
3

1 3 (–6), 12, (–24), ...

 ‰ p:Oz:u!å˜ËËœ   UJ:Oz2, 1,   ,   , ...  1
2

1
4
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    WïôU< Ê“Wî UëWOïUáî:uëWïüU< …ñUÄ ËWz ¨†…œœ u8 :v|UÖ…ñU! UO:|dë Ê«ñUM|œ

:vî…œ U|ó:|ñœ ‰ WOïUáî:uë ËWz ÆXO!œ …b:|“6 ø†…œœ È…ñUÄ bïWÇ ÊüU<

84 0000008%  …b§˘ËWÙ

«b:O|ñUëdO! œ ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ‰ p:Oz :u! vïËuï :v|…œ«;ñ «ËWÇ WJ§ï:Ë;ñ˜ËËœ     È…“«bïWz UJ:Oz ÆÈd:Oî˛WÙœ

2 ÆX|dÖUï WÑ:u‹!      :È;d! :vìW! X|dÖœ WÑ:u‹!            :È;d! vïËuï :v|…œ«;ñ vÇ:u! WJ§ïËË;ñ

3 ‰ p:Oz s:O|…œ«;ñ v~ïWë˜ËËœ   øs!œ r:Oë v~ïWë Ë øs!œ …b:|“ v|…“«bïWz UJ:Oz

r n( )−−1
rn

 ‰ p:Oz ËWz :ÈñWz WJ!ñU|œ˜ËËœ¨Ëu! È…“«bïWz U| WëWÙ ¨Uï ÊU| WO|…“«bïWz U|WJ:Oz

 Æ…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ :v|…œ«;ñ UJOÙUîËœ ‰ v|…œ«;ñ Ë ÈWMOâM!

4

 ÈdëW¶<«;ñUz s:OïUM:OÙ«;ñ

5

 ‰ p:OzñWÙ :u! :vÙ…œ :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ È…“«bïWz UJ:Oz

 ‰ p:Oz ñWÙ ‰ :vÅWÅ :v|…œ«;ñ˜ËËœUMOï«“ » ¨…d:Oî˛WN! :Èñ«u8 ‰ È…“«bïWz UëWJ:Oz

∫:ÈË s:O|…œ«;ñ ˛ Ê«œ«;ñ ËËœ

67

 Æ…d:Oî˛WN! Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<

8910

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ   UJ:Oz 11S
8

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ WëWÙ È…“«bïWz UJ:Oz

 ÆXO!                     vïËuï :v|…œ«;ñ

S
8

12

an
n

== −−
−−

( )3
1

  WÇËuîËWz Ë ¨Ëu!ñUM|œ                 :vJ:Oz üU< ‰ ÈË :v|WÇËuî vïUî“ vëW|U¶<uîUî

U|ó:|ñœ ‰ Ë øbïWÇ W¶O!œ ÈË :v|WÇËuî :v¶fiO! ôU< ‰ ÆËu!œ…b:|“       «ó:|;ñ » WïüU< WÇËuî

 ø†dÖœñ…Ë È…ñUÄ bïWÇ vî…œ ÍË

138000000

5%

 ‰ p:Oz :ÈñWz WJ!ñU|œ˜ËËœ¨WMOï Ê«Ë ˛ ı ÊU| ¨WO|…ñUî˛ U| ÊU| WO|…“«bïWz U|WJ:Oz

 ‰ :v|…œ«;ñ Ë v|WMOâM! ¨Ëu! v|…“«bïWz U| WëWÙ :v|…œ«;ñ UJOÙUîËœ    Æ…d:Oî˛WN! ÈdëñU|œ

 ÊUMO£Nº! Ë ÊUM:OÙ«;ñ

1415

 ‰ p:Oz ñWÙ ‰ :vÙWï :v|…œ«;ñ˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! È…“«bïWz UëWJ:Oz

1617

 ‰ p:Oz :u! :vÙ…œ :v|…œ«;ñ˜ËËœ ÆÊ«œ«;ñ ËËœ UMOï«“ » …d:Oî˛WN! È…“«bïWz UJ:Oz

1819

Ü
GC øbïWÇ W¶O!œ :vÅWÅ üU< ‰  ÈË :v|WÇËuî

 øbïWÇ W¶O!œ †dÖœñ…Ë :vJ:Oz s:OìU< ‘WÅ ‰ s:O|WÇËuî :vîW3ñW<

4, 12, 36, 108, ...

320, 80, 20, 5, ...

2, 6, 18, 54, 162, ...

a5 = –4, a4 = –12 

2, 0.2, 0.02, ...

a5 = 108, a2 = 4a5 = 12, a3 = 3

5000, 500, 50, 5, 0.5, ...

–36, –49, –64, –81, ...

a5 = 162, a4 = 54 a6 = –100, a4 = –4 

–2, – 6, –18, –54, ...

3, –6, 12, –24, 48, ...
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, 1, 2, 3, ...  1
2

,    ,   ,     ,      , ...  1
2

 1 
10

 1 
50

   1  
250 

   1    
1250



 ‰ p:Oz ñWÙ ‰ Èdë“«u8«œ :vîW3ñW<˜ËËœ Æ…d:Oî˛WN! v|…“«bïWz UëWJ:Oz

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ   UJ:Oz 20S
6

 ‰ p:Oz :u!˜ËËœ :v|…œ«;ñ WëWÙ :vëWJ:Oz

 ÆXO!                          vïËuï

S
7

21

an
n== −−8 10 1( )

  dOÄU! Ë »U! Ë ¨WïWÙ dOÄ«œ ËËœ Ë dOÄU! ËËœ Ë ¨WïWÙ »U! Ë p|…œ W"4 Ë Ê«dOÄU! s:O!U!4

 ÆWïWÙ Ê«dOÄ«œ s:OJ|«œ

22

 øÆÆÆ WëWÙ XO! ı :Èœs|;ñ:uÙ:uÖ W¶:OÙ «ËWÇ :Èœ Ê«dOÄ«œ Ë dOÄU! UM"ñUî˛WÙ U|Ufi:|;ñ

   øv! :vJ:Oz :vAHï u" WëWÙ

: vî…œ ‰ Ê“Wî s|dOÄ«œ ËdOÄU! «ñUî˛6  ø…bïWÇ W" ÈñW! s:OAHï GC

Ü

  :v|:uJï«“ s:O¶fiès:O¶fiOè Ê«œñU|;d! :ÈË :ÈdOÄU! Ë dOÄ«œ :vëUïË;ñ UïËu§J|«œ ˛ « :̨Ë;ñ ‰

 Ê«ËWz :ÈË UïËu§J:|«œ ˛  « :̨Ë;ñ ‰ ÆÊ…b!  :v|uJï«“ ‰ Uïbï«:u850Æ©ÊUï«œ® s"d~ìWÙ :u! ñUM|œ

 W¶O!œ :vëUï:Ë;ñ :v|˛ :vî…œ ¨sï«œ :u! d¶A:OÄ üU< vï«ñU3ËËœ :vëW˘U< ñWÙ ‰ Ê«œñU|;d!18

 W¶O!œ :ÈË :v|˛ :vî…œ Ë øs!œ Â:uë :ÈË :u! È…ñUÄ bïWÇ ¨¸U<21Â:uë :ÈË :u! …ñUÄ bïWÇ ¸U<

 øs!

23

 UO3uì:uMëW"¨X<«u8œ W":u! ‘U! vëW¶8W! U|“«u8«œ ¨W" W¶AÙWÖ vïË;d¶JOìWz UëW|WîUï

 :u! u" dë“«u8«œ5 :u! Ê«Ë ˛ p:Oz ñWÙ ÈWJ!“«u8«œ «b:O" Ë ¨ÈWë;dã :u8 s:OìUÑWÙ5:u8 s:OìUÑWÙ

 v¶AÄ ÊU|WîUï Ê«Ë «ñUî˛ ÆÆÆ †Wë;dã10 ÆbïWÇ W¶O!œ ÊU¶<Uz

24

üU< U|ó:|ñœ ‰ Ê«œ :Èdë ñUM|œ               :vëWç|WÙ ñWÙ ‰¨†dÖ :ÈdJ! „W|UÖ…ñU! vëWÙWÖ“…œ

 ÆXO!…b:|“         «ó:|;ñ » :vJ:Oz üU< v¶AÄ WïüU< …ñUÄ ËWz :̈vJ:Oz

25
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ê
:v¶<Uz ˛ d"…b:|“ :v|WëW| p:Oz UM":Ëdã ∫†WëbMO!«œ d¶ï“Wî vëW"UÙ«œ Ê«ËËœñWÙ óOë

 UM"Ëdã500 UM"Ëdã :v¶<Uz˛ ÊU|700  ø

ê
   ÆWJ!ñUî˛WÙ Èe:|Ë«ñWÄ :v$«“Uè U|WA8Wï

 UM":Ëdã :u! v"UÙ«œ U|WA8WïQUM":Ëdã :v"UÙ«œ :vîU$Wz ¨WJ!ñUî˛WÙ ÊU|WëW|

500ø…bïWÇ ÊU|WëW|

GC

UïUMO£îWÙñW! :u! XOMOÙWÖœ ı Wç<ñW! ˜Wz ¨WJ!ñUî˛WÙ            ‰ Èe|Ë«dÄ UïËuâ:Oì

ø©ñU!ñW<® …b:|“ WëW|WëW|

GC

:u! XOMOÙWÖœ ı Wç<ñW! ˜Wz ÆWJ!ñUî˛WÙ              ‰ Èe:|Ë«ñWÄ :v$«“Uè

ø…b:|“ UëW|WëW| UïUMO£îWÙñW!

O

ÆXOMOÙWÖœ ı WOÙ«œ:u3 ˜Wz WJ§ïËË;ñ ÆWJ!ñUî˛WÙ g

P x x( ) .== −−160 0 1

C x x x( ) == ++ ++300 6 1
20

2

x == 8

 ÆWJ!ñUî˛WÙ           v$«“Uè U|WA8Wï GC

R x x( ) == 46

C x x x( ) == ++ ++100 30 1
10

2

Ü
 ø…bïWÇ :vÙWï U|WëW| UïUMO£îWÙñW! :u! :v¶<«;ñ UïËuâ:Oì ÆWJ!ñUî˛WÙ C C( ) ( )9 8−−

Ü
 Æ…d:Oî˛WN!
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ln(0.1x)

Q

QQ

Q

QQ

Q Q

Q2

Q2

Q

S(Q)S(100)

S(101) - S(100)

x=100



:u! ©Ê«ñUM|œ s:|ñUOKî® » W|WïUO¶ãW4 :v"UÙ«œ U|WA8Wï              ¨                         U|WA8Wï

 :vÄ vëWLKOãx ÆXOM:|uïœ ¨x ÆXOM:|uïœ s|ñ:u!«;ñ ÈË UïdJA|U/ ñW< ‰ s:OO¶ãW4 «ñUî˛

22

ÆWJ!ñUî˛WÙ dH< WïWëœ Èe:|Ë«ñWÄ :v"UÙ«œ s:O|UN! GC

ø…œ«;ñ s|d"bMK! W¶AÙWÖ vLKOã ÈË UïdJA|U/ :v"UÙ«œ :vO¶ãW4 óOë ‰ Ü

R x x
x

( ) ==
++

50
362x ≥≥ 0

 Æ                                     W|WÑWz vëW|U¶î :u! v"UÙ«œ U|WA8WïQWMO"UÙ s:O|WëW| «ñUî˛

:v¶<Uz ‰ Èe:|Ë«ñWÄ :v"UÙ«œ :v|UN! ÆWJ!ñU|œ Èe:|Ë«ñWÄ :v"UÙ«œ U|WA8Wï ÆXOM:|uïœ s":Ëdã

 UM":Ëdã100øWOOÇ v|UN! :vÑ :u! Èñ:u!Uz UïUî«;ñ ø…bïWÇ ÊU|WëW|

23R x x x( ) .== −−24 0 01 2

      U|WA8WïUM":Ëdã :u! ©Ê«ñUM|œ Ê«ñ«eÙ »® v"UÙ«œ U|WA8Wï

Q UM":Ëdã :v"U<Uz ‰ Èe:|Ë«ñWÄ :v"UÙ«œ ÆXOM:|uïœ ÈdëñU|œ vëW|U¶î s:O|WëW|149ÊU|WëW|

  ÆWJ!ñUî˛WÙ

24

vë…ñ«“ UîöJ|;ñ ñW< ‰ ¨r:Oë vë…ñUÄ » ÊdJ:OÇ WO"UÙ ‘U! :vëWLKOã UM¶ãWëñW<

 v¶AÄ vLKOã ÈË s:|ñWMO! «ñUî˛                            U|WA8Wï WëWÙ ÆX:O¶<…Ëœ«;ñxÊUO¶ãW4

‰ vLKOã ÈË UïdJA:OJA:OÄ v¶AÄ WJ!ñUî˛WÙ Ê«ñWMO! «ñUî˛ ‰ :vM|;ñ:uÙuÖ ÆXOM:|uM!

 v¶AÄ …b:|“ UëWO¶ãW410 vÅUÄ ¨ÈË UïdJA|U/ ˛ ÊUO¶ãW420s:OîU$Wz Ê«Ë ÊUO¶ãW4

ÆWJ§ï:Ë;ñ 7OÑWëW" X<…b!

25

R x xx( ) == ++ −−++
3000
2 2 80 1500

A x x

x
( ) ==

++(( ))
100

10 2

‘UÄ :u! „WM|d:OM:Oì

∫†WëœñU|œ È…“«bïWz vë…“«u:OÅ ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë 26

‰ s:O|WM:|Ë :v< ˛ vëWM:|Ë ñWÙ s:OìU8 «ñUî˛

 ÆWJ!ñU|œ s:Ozœ ÊUÑ ˜ËËœ

GC

 öÄ ˛ vëW|WM:|Ë s:OìU8 «ñUî˛      ñWëWÙn˜ËËœ ‰ p:Oz s:|œ«;ñ «ñUî˛ ÆÈ“«u:OÅ vÑ ‰ XO!

ÆWfiOçM!                U"WÙ                ˛ vJ:Oz

Ü

n == 10 n == 1

an

Æ…ó:O! u8Uç<ñW! s:O|:uÙ øÈWJ§MOì:uÄ :vJ:Oz ˜ËËœ ‰ p:Oz :vÑ ÈñUëœ u" :ÈñWz
ê

 öÄ :v|WM:|Ëœ ‰U8 bïWÇ100  øWïWÙ «œ O

g:OÄ :u! „WM|d:OM:Oì

U|WA8Wï :u! :vïdJï:Ë;ñ :v|WM:|Ë ñW§î«ñW! :v|WM:|Ë

 :Èñ…ËW" » v|«œñËuM< «ñWÑ…œ Ëy:vK:OÙW¶<«;ñ Ë

 :Èñ…ËW" U|ñ:Ë˛Ëx:Èœ ÆXOM|uïœ ÈWA8Wï :v|WM:|Ë U|d:|˛ Ë

ÈdJ~ï…;ñ «ñWÑ…œ :vÑ :ÈñW!ËË;ñ :u! ÈdJJ|e:Oï vëW|UÙW!

 ∫ÈWëñUî˛WÙ

27

x == 5

f x x x( ) == −− ++ ++1
2

2 2 3
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 :u! WJ§ÅW!«œ :ÈñWÑ…œ :ÈËWz5 :vJ:Oz ñWÙ :v|WJM! U|ó:|ñœ ÊU|WA:Oëô1Ê«Ë «ñUî˛ ÆXO!WëW|

ø…bïWÇ ÊU|WA:Oëô

GC

:u! ÈdJJ|e:Oï vëW|UÙW! ÊU|WA:Oëô ÊUÑ s:|ñW!:Ë;ñ :vîW3ñW<

ø…bïWÇ W|UÙW! ˜Wz ÆXOM:|uïœ ÈdJ~ï…;ñ «ñWÑ…œ :ÈË ÈñW!ËË;ñ

ê

UïUï«œ » :vA8Wï :ÈË :v|UN! UïdëñUî˛WÙ UO:|;ñ » WJ!ñUî˛WÙ :vëW|WA:Oëô ñWÙ UOÙ«bMK!

 :v|UÙW!xÆWJ§îUîW" v|W¶A8 Æ:vA:Oëô :v|WJM! U¶<«;ñWÑUï W¶ÑWëœ «ËWz

Ü

x f x( )

0 5.

1 5.

2 5.

4 5.
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ÈñUJîUîW"

U|Wï«Ë

22Integration

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/1∫†WJ§8U<                        uë WJ!ñUî˛WÙ            UëW|WA8Wï ñWÙ:u! ¨           U|WA8Wïf x( )F x( )′′ ==F x f x( ) ( )

f x x( ) == 6f x
x

( ) == 5f x e x( ) == 4 4 GCÜê

∫vï«“œ :Èñ«u8 ‰ s:O| :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|;ñ ÊUÑu" ÊUîuÖ :v!

WëWÙ uJïUz ¨W|WÙ È˛UÑ:ËñW! Uë…ñ«œdë :ÈË«dÅU"«œ «ñ«œdë :ÈñWz ¨WO|dëñUO<dÄ W" :vë…˛:Ë;ñ

¨XO!        :ÈË :ÈË«dÅU"«œ uë ÈWJ!ñU|œ        „…Ë :vëW|WA8Wï v:OÅœ u" :ÈñWz ¨XO! „W|WA8Wï

Æ                      uJïUz

ÆÈ…b! ÂU$Wz :ÈË«dÅU"«œ È˛UÑ:ËñW! s:|ñ«œdë È…b§ìËWÙË ÈWJ! ÈñUë vÑ ‰ :ÈñeÙ :vOÅœ u"

…b! †…;ñWM! Uï«u" ‰ :vA8Wï ¨WJ!ñ…œ :vï«u" ˛ :È ©    ®                 U|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ UM"ñUî˛WÙ:u!

ÂU$Wz :ÈË«dÅU"«œ s:|ñ«œdë U|˛UÑ:ËñW! s:|ñ«œdëu" WëWÙ  ÆXOÑWëœW" X<…b!                       Ë

©  ® u" X:OÑœ ÆÈ…b!∫U<…ËñWÙË ÈWJ! ‘W!«œ «b|uï Uï«u" ñW< ‰ v|WA8WïË :vï«u" ‰WÖœ ÈWJ§î:uë :È

•ÆXO!;ñ:uÖWï Uë…ñUî˛    :vî…œ                :Èœ ¨                 WÖWÙ

•:Èœ ¨XO!;ñuÖWï Uë…ñUî˛          ¨                       WÖWÙ Æ

•    :Èœ ¨X:O!;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛      :vî…œ                      WÖWÙ Æ

•   Æ                    :Èœ ¨                  WÖWÙ

n ≠ 0F x xn( )=

k

k

f x( )

f x( )F x( )

′ =F x f x( ) ( )

f x xn( )=

n

′ = −f x nxn( ) 1

f x( )= 0

f x nxn( )= −1

f x kekx( )=

F x k( )=

F x ekx( )=

f x
x

( )= 1F x x( ) ln=

• Æ                 :Èœ ¨XO!;ñ:uÖWï Uë…ñUî˛      :vî…œ                WÖWÙ

•   :Èœ XO! X<«;ñ Uë…ñUî˛ Ë          :vî…œ                 WÖWÙ Æ

• :Èœ ¨XO!;ñ:uÖWï Uë…ñUî˛      :vî…œ                  WÖWÙ Æ

•  Æ                 Èœ ¨XO!;ñ:uÖWï Uë…ñUî˛       :vî…œ                     WÖWÙ

f x k( )=

f x xn( )=n ≠ 0

k

k

k′ =f x k
x

( )

′ =f x( ) 0

′ = −f x nxn( ) 1

f x ekx( )=′ =f x kekx( )

f x kx( ) ln=

 Æ          U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï           U|WA8Wï Wïó:O!œ

ZïUîñUz

•:u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

  ÊWëœñUî˛WÙ :vëW|WA8Wï

•ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

 ÊWëœñUî˛WÙ

•Ë  ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

:u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

Ê«ñUO<dÄ UïdëñUJOÅ

 sMOzœñUJ!

  ˜«ñ«“

Vocabulary

  ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

Indefinite integral
 ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

Definite integral
 †…;ñWM! U|WA8Wï

 ©:ÈË«dÅU"«œ :È˛œ®

Antiderivative

 :È;ñ:uÖWï:v|ñUJîUîW"

Constant of
integration

F x( )f x( )
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«œ :v|ñUëdO! :Èñ«u!œ s:|ËWzË ÆÈñUJîUîW" :vïó:O!œ †…ñWM! U|WA8Wï UïU|ñWÖ ˜ËËœ ‰ «ñ«œdë

UMOfiOçï Ë    W|UL:OÙ ˜Wz ÆsMOzœñUJ! :v|ñUJîUîW" :u! †W§|U" :vëW|UL:OÙ ÊWëœñUë

 ∫:Èœ          U|WA8Wï :u! XO! †…;ñWM! U|WA8Wï           WÖWÙ Æ†…;dM! U|WA8Wï :u! UL:OÙ W¶O!œ

Æ:v|ñUJîUîW" :È;ñ:uÖWï :vïó:O!œ WOO¶<«;ñ UëW|…ñUî˛

:v|ñUJîUîW" «ñËWì ¨WO:|Ë«dÅU"«œ È˛UÑ:ËñW! ÈñUJîUîW" vJïuÇË ¨WïWÙUfi:|;ñ :ÈË«dÅU"«œ vï«“œ u"

Ê«Ë˛ s:|ËWz :v|ñUJîUîW" s:O|Ufi:|;ñ Ë :ÈË«dÅU"«œ s:O|Ufi:|;ñ Uë…ñUî˛ :Èñ«u8 ‰ :v|W¶A8 ¨WïWÙUfi:|;ñ

Æ†WëœñU|œ s!œ«b|WÄ

ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

f x dx( )∫
f x( )f x( )

f x dx F x C( ) ( )= +∫

C

:v|…u:OÅ » 5fiOçï W¶:OÙœ         U|WA8Wï :u! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

Æ

Æ:v|WA8Wï :vÑ:u! †…;ñWM! U|WA8Wï W¶O!œ ñuMfi:O! UO|ñUJîUîW" uJïUz

f x( )

ËWz :vì ÆvMO!œ ©:v|WA8Wï p:Oz® :vM¶! UëW|WA8Wïu" ¨È;ñWÖœ :vëW|WA8Wï :ÈË«dÅU"«œ ‰ u" :vî…œ

:Èœ                WëWÙWïËu/u! ÆÈWJ!ñUî˛WÙ †…;ñWM! U|WA8Wï X:Oç!W" :vî…œ W|«œu3 v|…ñUë

†…;ñWM! U|WA8Wï W¶O! :Èœ                        U|WA8Wï U<…ËñWÙË                  W¶O! †…;ñWM! U|WA8Wï

 :vî…œ ¨            :u!C∫vJïuÇ XO!;ñ:uÖWï Uë…ñUî˛

F x x( )= 3

f x x( )= 3 2

G x x C( )= +3

G x x C x C x x f x( ) ( )= +( )′ = ( )′ +( )′ = + = =3 3 2 23 0 3

   ñUJOÅ

GC

ÜF x e x( ) == 4 ê

F x x( ) == ++
++1

6 1
6 1F x x( ) == 1

7
7

F x x( ) ln== 5

Æ†WJ§8U<              uë WJ!ñUî˛WÙ       UëW|WA8WïñWÙ:u! ¨       U|WA8Wï ñWÙ:u! …b§ìËWÙ

f x x( )= 11f x x( )= 3f x e x( )= 5 5
GCÜê

f x( )F x( )′ =F x f x( ) ( )

ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

∫

f x dx( )∫

F x( )



:ÈË«dÅU"«œ U|Ufi:|;ñ:v|ñUJîUîW" U|Ufi:|;ñ

0dx k=∫ ( )k ′ = 0

( )x nx
n x′ =

−1

( )e e
x x′ =

(ln )x
x

′ =
1

ln ( )
( )

( )
u x

u x

u x
( )′ =

′

kf x kf x( ) ( )( )′ = ′

f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ ′ = ′ + ′( )

e u x e
u x u x( ) ( )

( )( )′ =

x dx x Cp

p

p
=∫ +

+1 1

e dx e Cx x=∫ +
1
x

dx x C=∫ +ln

′ =∫ +u x e dx e Cu x u x( ) ( ) ( )

′ =∫ +u x

u x
dx n x C( )

( )
ln ( )

kf x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫

( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = ∫∫ +∫

 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2

4 3x dx∫( )5 24 3x x dx−∫
3
x

dx∫e dxx−
∫

2
GC

GC

Ü

Ü

ê

ê

O

O

4 4 43 3 3 1 41
4

x dx x dx x C x C∫ = ∫ = ( )+ = ++

( )5 2 5 2 24 3 4 3 5 4 51
4

1
2

x x x dx x dx x x C x−∫ = ∫ − ∫ = − ( )+ = − xx C4 +

3 13 3
x x

dx dx x C= = +∫∫ ln

e dx e dx x e dxx x x− − −
∫ = − −∫ = − − ′∫ = −2 2 21

2
1
2

1
2

2 2( )
( )

ee Cx− +2

 …b§˘ËWÙ

3 5x dx∫( )2 75 6x x dx+∫
5
x

dx∫e dxx3
∫ GCÜêO

W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/3

C Q C Q dQ

Q Q dQ

Q dQ QdQ

m( ) ( )

( )

= ∫

= − +∫

= − +

3 20 36

3 20 3

2

2 66

10 363 2

dQ

Q Q Q k

∫∫∫

= − + +

 WJ!ñUî˛WÙ ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

∫WJ!ñUî˛WÙ ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW"

:vïËuâ:Oì U|WA8Wï UM"ñUî˛WÙ

  ñUJOÅ

  ∫ñUJOÅ

Èe:|Ë«dÄ UëWïUçOÄ U|WA8Wï u" WëWÙ ÆË«dÅU"«œ WM!œ :ÈñËu!Uz ‰ Èe|Ë«dÄ s:OïUçOÄuë XO!W"«dO! ‰

:vïËuâ:Oì U|WA8Wï v:OÅ :Èœ u" ¨WïËu/:u! vëW|U¶î UïUMO£îWÙñW! :u! Èe:|Ë«dÄ UïËuâ:Oì „…Ë ¨vï«e!

ÆÈWJ!ñUîóÙ v|U¶î vÑ UïUMO£îWÙñW! :u!

  ÆW|WÑWz vëW|U¶î UïUMO£îWÙñW! :u! Èe|Ë«dÄ UïËuâ:Oì U|WA8Wï

WJ!ñUî˛WÙ v|U¶î vÑ UïUMO£îWÙñW! :u! :vïËuâ:Oì U|WA8Wï

Æ:Èe|Ë«dÄ UïËuâ:Oì U|WA8Wï :u! †…;ñWM! U|WA8Wï W¶O!œ v|U¶î vÑ UïUMO£îWÙñW! :u! :vï:uâ:Oì U|WA8Wï

:u!;ñuÖWï UïËuâ:Oì W¶O!œ ËWz uJïUz ¨           ‰ :vïËuâ:Oì :v|UÙW! WïUfiëW|Ë :̈v|ñUJîUîW" :È;ñ:uÖWï W¶O!œ

 Æ:vïUMO£îWÙñW!

C Q Q Qm ( )= − +3 20 362

Q = 0 K
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 W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/4

GC

GC

Ü

Ü

ê

ê

O

O

21
5

xdx∫20
1

e dxx∫

2 5 1 25 1 241
5 2

1

5 2 2xdx x∫ = ⎡⎣ ⎤⎦ = − = − =

( )x x dx x x x2
0
3 3 2

0

3
3 4 41

3
3
2

− +∫ = − +⎡
⎣

⎤
⎦

= − + ×⎡
⎣

⎤
⎦

− − + ×⎡
⎣

⎤
⎦

1
3

3
2

1
3

3
2

3 3 4 3 0 0 4 03 2 3 2

3
1
2

1
2

1
2

3 3 3 2 1 3 2 0
x

dx x∫ = [ ] = [ ] = − = −ln ln (ln ln ) (ln )) ln= 3 2

3
1
2

x
dx∫

2 2 2 2 2 10
1

0
1 1 0

0
1

e dx e dx e e e ex x x= ∫ = [ ] = −( )= −∫ ( )

= − +

= −

=

9 12

9

27
2

3
2

15
2

( )x x dx2
0
3

3 4− +∫

 …b§ìËWÙ

C Q Q Qm ( )= − +3 6 52

f x F x F b F aa
b

a
b

( ) ( ) ( ) ( )=[ ] = −∫

∫W|WÑWz vëW|U¶î UïUMO£îWÙñW! :u! Èe|Ë«dÄ UïËuâ:Oì U|WA8Wï

:u! ;ñ:uÖWï UïËuâ:Oì 5ï«“ :u! ¨WJ!ñUî˛WÙ vëW|U¶î UïUMO£îWÙñW! :u! :vïËuâ:Oì U|WA8Wï

 WïUfiëW| :vïUMOzWÙñW!10  Æ

ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

 «ñW§ÑUï ‰          U|WA8Wï :u! ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"a Ëb∫W¶O!œ

 Æ         U|WA8Wï :u! XO! †…;ñWM! U|WA8Wï          :vî…œ

f x( )

F x( )f x( )

Æñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW" UM"ñUî˛WÙ

ÆWJ!ñUî˛WÙ ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

 ñUJOÅ

UO|ñUJîUîW" UM"ñUî˛WÙ :u! sMOzœñUJ! ñËuMfi:O! UO|ñUJîUîW" ¨ÊWëœñUë :v|ñUëdO! :Èñ«u! ‰ s:|ËWz

 Æñ«œñËuM<

ñ«œñËuM< UO|ñUJîUîW"

:v|UÙW! ñW< ‰ †WëUï :vïdJ:O"ñUë ¨         :u!         †…;ñWM! U|WA8Wï UM"ñ«ó§ìWÙ uë :Èb! u8 :ÈñW!
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